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Zrédto: Maria Noel Rabuna, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Na tej lekcji omowimy kolejny przyktad przeksztatlcenia bedgcego izometrig. Tym razem
zajmiemy si¢ symetrig wzgledem punktu (zwana tez symetrig sSrodkowg) w ujeciu
analitycznym. Jest to uogoélnienie symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, ale
zaleznosSci miedzy wspotrzednymi punktu i jego obrazu sg nieco bardziej skomplikowane.
Korzystajgc z wektorow, wyprowadzimy potrzebne w zadaniach wzory.

Twoje cele

» Zastosujesz definicje do wyznaczania obrazu punktu w symetrii Srodkowe;.

» Zastosujesz definicje do wyznaczania wspoirzednych obrazu punktu w symetrii
srodkowe;j.

» Wyznaczysz obraz wielokata w symetrii Srodkowe;.

e Wyznaczysz rownanie obrazu figury w symetrii srodkowe;j.



Przeczytaj

Zaczniemy od przytoczenia definicji, ktora postuzy nam réwniez do wyprowadzenia
zaleznosci miedzy wspotrzednymi punktu i jego obrazu.

Symetrig (Srodkowa) wzgledem punktu (§rodka) S nazywamy przeksztatcenie, ktore
dowolnemu punktowi A przyporzadkowuje taki punkt A’ dla ktorego zachodzi rowno$é:
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Przyjmijmy teraz oznaczenia: niech srodek S symetrii ma wspotrzedne (a, b); wspotrzedne
punktu A oznaczmy przez (z, y), za$ wspotrzedne punktu A’ przez (z’,y’). Wowczas

7 ’ 7 H . .7 7
rowno$¢ SA’ = —SA mozna wyrazi¢ we wspotrzednych:

[’ —a,y —b] = —[z —a,y — b
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Korzystajgc z definicji wektora przeciwnego otrzymujemy
(2" —a, y —b] = [-(z —a), —(y—D)
@ —a,y —b=[-z+a, —y+D
zas$ z zalezno$ci miedzy wspoirzednymi wektoréw rownych mamy
r¥'¥—a=—x+aorazy —b=—-y+>b
czyli
x’'=2a—zxorazy = 2b—y.

Zatem obraz A’ punktu A o wspotrzednych (z, y) w symetrii wzgledem punktu S
o wspoétrzednych (a, b) ma wspotrzedne (x’,y’) = (2a — x,2b — y).

Przyktad 1
Wyznaczymy obraz punktu A = (1, — 3) w symetrii wzgledem punktu S = (—3,4).

Oznaczmy szukane wspotrzedne przez (z’,y’). Mozemy wykorzysta¢ wzory
wyprowadzone powyzej

’=2-(-3)—lorazy =2-4— (-3)
'’ = —Torazy = 11.

Przyktad 2



javascript:void(0);

Wyznaczymy wspotrzedne (a, b) srodka symetrii, w ktorej obrazem punktu A = (—3,4)
jest punkt A’ = (2, — 3).

Mozemy zauwazyc¢, ze srodek symetrii jest srodkiem odcinka o koncach Ai A’, zatem
jego wspolrzedne s3 Srednimi arytmetycznymi odpowiednich wspoirzednych punktow

AiA:

_ a4x _ =342 _ -1 _ 1 _oyty  A+(=3) 1
a=5-=—5-=5 =—gorazb= 5= = —— = 4.
Przyktad 3

Wyznaczymy réwnanie figury, ktora jest obrazem figury F' o rownaniu
|z — 1| + |y + 2| = 1 w symetrii wzgledem punktu S o wspotrzednych (-2, 3).

Niech A = (z, y) bedzie dowolnym punktem nalezgcym do figury F, zas A’ = (2, y’)
jego obrazem w symetrii wzgledem punktu S.

Wowezas A’ = (2,y’) = (2 (-2) —z,2-3—y) = (—4 — 2,6 — y).
Zatemz’' = -4 —xiy =6 —v.
Stadx = —4 — 2’ orazy =6 — vy’

Mozemy teraz podstawi¢ ¢ = —4 — z’ orazy = 6 — y’ doréwnania |z — 1| + [y + 2| =1
otrzymujac |[—4 — z’ — 1| 4+ |6 — ¥’ + 2| = 1, co po przeksztalceniach daje
2’ + 5]+ [y’ — 8] = 1.

Zmienne z’, y’ mozna zastgpi¢ dowolnymi innymi, wiec rownanie mozna tez zapisac¢
w postaci |z + 5| + |y — 8| = 1.

Zobaczmy jeszcze obie figury w ukladzie wspotrzednych:

RoOwnania

—1 2| =1 — 8 =1
fioun =1+ ly+2| 245+ ly— 8
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Obie figury w jednym uktadzie wspotrzednych:

Podsumujmy powyzszy przykiad. Jesli dana figura opisuje sie rownaniem f(z,y) = 0, to
jej obraz w symetrii wzgledem punktu o wspotrzednych (a, b) opisuje sie rownaniem
f(2a —z,2b—y) = 0.

Przyktad 4

Figura F opisana jest rownaniem (z + 1)° + (2y — 1)* = 1. Wyznaczymy rownanie
obrazu figury F'w symetrii wzgledem punktu o wspétrzednych (a, b) = (—2,1).



W tym celu w rownaniu figury F' w miejsce zmiennej z wstawimy wyrazenie
2. (—=2) —x = —4 — z, zad w miejsce zmiennejy wstawimy: 2 -1 —y = 2 — .

Otrzymujemy rownanie (—4 — z + 1)° + (2(2 — y) — 1)* = 1, czyli
(—z — 3)* + (—2y + 3)* = 1, po skorzystaniu z wlasnoéci wartosci bezwzglednej daje
rownanie (z + 3)% + (2y — 3)* = 1.

Obie figury mozemy narysowa¢ w ukladzie wspotrzednych przy pomocy programu
komputerowego:

Symetria Srodkowa jest izometrig i inwolucja, wiec posiada wszystkie wynikajgce z tego
faktu wilasnosci:

» zachowuje dlugosci odcinkow,
» zachowuje miary katow,
» zachowuje pola figur.

Ponadto symetria Srodkowa zachowuje orientacje ptaszczyzny, a jedynym punktem
statym symetrii Srodkowejjest sSrodek symetrii.

Stownik
symetria sSrodkowa wzgledem punktu S

przeksztalcenie (plaszczyzny lub przestrzeni), ktore kazdemu punktowi A
przyporzadkowuje taki punkt A’, ze punkt S jest srodkiem odcinka AA’; obrazem
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punktu S jest punkt S; S nazywamy $rodkiem symetrii

izometria

przeksztalcenie (ptaszczyzny lub przestrzeni), ktore zachowuje dtugosci odcinkow, tzn.
dla dowolnych punktéw A, Biich obrazéw w rozwazanejizometrii A’, B' zachodzi

|AB| = |A'B

punkt staty przeksztatcenia

mowimy, Ze A jest punktem stalym przeksztalcenia P, gdy obraz A’ punktu A
w przeksztalceniu P pokrywa sie z punktem A, czyli

P(A) = A



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zmieniajac potozenie $rodka S symetrii oraz wierzchotkdw tréjkata ABC, obserwuj, jak

zmienia sie obraz trojkata ABC w symetrii wzgledem punktu S.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDAxShHN7


https://zpe.gov.pl/a/DDAx5hHN7

Polecenie 2
Korzystajac z symulacji interaktywnej, rozwiaz test. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

Obrazem punktu E' = (—3,5) w symetrii wzgledem punktu D = (—1, 6) jest punkt
o wspotrzednych:

O @7
Q (_5’ 4)

O (5,8)

Punkt P = (1, 3) jest obrazem punktu Z w symetrii wzgledem punktu o wspétrzednych
Q@ = (—1,2). Punkt Z ma wspotrzedne:

O (_37 4)
O 39

O (_37 1)

Punkt G = (2, — b) jest obrazem punktu H = (—4, — 1) w symetrii wzgledem punktu
o wspotrzednych:

O (3a _2)
O (_67 4)
O (-1, =3)

Obraz trojkata o wierzchotkach A = (5, — 1), B= (2, —5),C = (2, — 1) w symetrii
srodkowej nie jest



\J trojkatem, ktorego obwad i pole zalezg od $rodka symetrii
() tréjkatem o obwodzie 12

() trojkatem polu 6

Suma tréjkata o wierzchotkach A = (6, —5), B= (2, —5),C = (2, — 1) orazjego
obrazu wzgledem punktu S tworza réwnolegtobok. Wowczas S moze mie¢ wspoétrzedne:

O (27 _3)

O (27 _1)

O (2’ _5)



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

Potacz w pary punkty symetryczne wzgledem punktu S = (—1, 3).

Przyporzadkuj ilustracje wskazujace punkty symetryczne wzgledem punktu S z oznaczeniami
ilustracjiA,B,C,D, E, F.




Cwiczenie 2 @)
Przyporzadkuj punktom ich obrazy w symetrii wzgledem punktu S. Przeciagnij i upusc.

Obraz punktu A = (1, 2) w symetrii wzgledem punktu S = (—2, — 2) to, Obraz punktu

A = (-2, — 2)w symetrii wzgledem punktu S = (1, 2) to, Obraz punktu A = (-1, —2)
w symetrii wzgledem punktu S = (2, 2) to, Obraz punktu A = (2, 2) w symetrii wzgledem
punktu S = (—1, — 2) to, Obraz punktu A = (—1, 2) w symetrii wzgledem punktu

S = (2, —2)to, Obrazpunktu A = (2, — 2) w symetrii wzgledem punktu S = (—1, 2) to,
Obraz punktu A = (1, — 2) w symetrii wzgledem punktu S = (—2, 2) to, Obraz punktu

A = (-2, 2) w symetrii wzgledem punktu S = (1, — 2) to

Obraz punktu Punkt

Obraz punktu A = (1, 2
w symetrii wzgledem
punktu S = (-2, —2)

to
Obraz punktu
A=(-2, —2)

w symetrii wzgledem
punktu S = (1, 2) to

Obraz punktu
A= (-1, —2)
w symetrii wzgledem
punktu S = (2, 2) to

Obraz punktu A = (2, 2
w symetrii wzgledem
punktu S = (-1, —2)
to

Obraz punktu
A = (-1, 2) w symetrii
wzgledem punktu
S=(2, —2)to




Obraz punktu

A= (2, —2)w symetrii
wzgledem punktu
S=(-1,2)to

Obraz punktu

A= (1, —2)w symetrii
wzgledem punktu
S=(-2, 2)to

Obraz punktu
A = (-2, 2) w symetrii
wzgledem punktu
S=(1, —2)to

Cwiczenie 3

Dany jest punkt A i jego obraz A’ w symetrii Srodkowej wzgledem punktu S. Wyznacz
wspotrzedne punktu S. Przeciagnij i upusé.

A=(1,3),A=(-24),A=(3,4),A=(6,3), 4 = (5, —5), A’ = (4, —6),
A= (=6, —3), A’ =(—5, —2)

Wsp6btrzedne punktu A Wspoétrzedne obrazu A’ |Wspétrzedne punktu S
punktu A w symetrii
wzgledem punktu S

A=(1,3) 40 = (5, —5)
A= (-2, 4) A= (4, —6)
A=(3,4) A’ = (-6, —3)

A= (6, 3) 4 = (-5, —2)




Cwiczenie 4

Potacz w pary tréjkaty symetryczne wzgledem punktu S = (—1, 2).

A B @ D
YA YA YA Y
4 4 4 4
Se 2 Se 2 Se 2 Se -2

Przyporzadkuj ilustracje wskazujace trojkaty symetryczne wzgledem punktu S z oznaczeniami
ilustracji A, B, C, D.

Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania przeciaggajac poprawne wyrazy.

____________________

____________________

ten sam odcinek.

czasami jest ’ ‘ nigdy nie jest ’ ‘ nigdy nie jest ’ ‘ czasami jest ’ ‘ zawsze jest ’

nigdy nie jest ’ ‘ zawsze jest ’ ‘ zawsze jest ’ ‘ zawsze jest ’ ‘ nigdy nie jest ’ ‘ czasami jest

czasami jest ’




Cwiczenie 6

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Obrazem krzywej o réwnaniu (2z — 1)? + (y + 2)? = 1 w symetrii wzgledem
punktu § = (1, — 1) jest krzywa o réwnaniu (3 + 2z)* +3° = 1.

O

Obrazem krzywej o réwnaniu (2z — 1)* + (y 4 2)° = 1 w symetrii wzgledem
punktu S = (—1, 1) jest krzywa o réwnaniu (2z + 5)2 + (4 — y)3 = 1.

Obrazem krzywej o réwnaniu (2 + 1)* 4 (3y — 2)* = 1 w symetrii wzgledem
punktu S = (=1, — 1) jest krzywa o réwnaniu (—2z — 3)° + (—3y — 8)° = 1.

0 Obrazem krzywej o réwnaniu (z — 1) + (y 4+ 2)> = 1 w symetrii wzgledem
punktu S = (1, 1) jest krzywa o réwnaniu (1 + a:)2 + (4 + y)2 =1.

Cwiczenie 7 @

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zaznacz zbidr punktow, ktérych wspoétrzedne
spetniajg rownanie |z — 2| + |y + 3| = 2 oraz obraz tego zbioru w symetrii wzgledem punktu
o wspotrzednych (1, — 1).

Cwiczenie 8 @

W prostokatnym uktadzie wspoétrzednych zaznacz zbiér punktow, ktérych wspétrzedne
spetniaja warunek |z + 2| 4 |y — 3| < 1 oraz obraz tego zbioru w symetrii wzgledem punktu
o wspotrzednych (—1, 1).



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Symetria Srodkowa w ujeciu analitycznym

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

7) wyznacza obrazy okregow i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej (o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje definicje do wyznaczania obrazu punktu w symetrii srodkowej;

 stosuje definicje do wyznaczania wspolrzednych obrazu punktu w symetrii Srodkowej;
e wyznacza obraz wielokata w symetrii Srodkowej;

e wyznacza rownanie obrazu figury w symetrii Srodkowe;.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e praca z ekspertem;
» metoda krokodyla.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Symetria Srodkowa w ujeciu analitycznym”,
wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocg, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ;ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie zapoznajg si¢ z medium w sekcji ,,Symulacja interaktywna” i rozwigzuja
polecenia z nim zwigzane.

Materialy pomocnicze:

» Symetria wzgledem punktu
e Symetria Srodkowa

Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze zosta¢ wykorzystana na lekcjach poswieconych symetrii
srodkowej punktow lub figur w uktadzie wspotrzednych.
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