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O pewnym kacie w tréjkacie

Rozwazmy trojkat, w ktoérym katy przy podstawie majg miary 40° i 747, a okrag
wpisany w ten trojkat jest styczny do dwoch jego bokéw odpowiednio w punktach P i
Q, jak na rysunku.



Katy w trojkacie

Wyznaczenie miary kata «, jaki tworzy cieciwa PQ z bokiem trojkata, sprowadza sie
do wykorzystania bilansu katow w trojkacie oraz zasadniczego twierdzenia
planimetrii.

Poniewaz |PR| = |RQ
trojkat PRQ jest rOwnoramienny oraz |[<<PQR| = a. Stad

, jako odcinki stycznych poprowadzone z jednego punktu, to

a =5 - (180°—|<PRQ|) = 5 - (180" — (180" —74°—40")) = 4 - 114" = 57",

Kat a, zaznaczony na rysunku, jest w istocie katem, jaki cieciwa okregu tworzy ze
styczng do tego okregu poprowadzong w punkcie, ktory jest koncem tej cieciwy i jest
znany, jako kat miedzy styczna i cieciwg lub krotko, jako kat dopisany do okregu, co
bedzie tematem niniejszej lekciji.

Twoje cele

e Zastosujesz twierdzenie o odcinkach stycznych.

e Zastosujesz twierdzenie o kacie wpisanym i Srodkowym opartych na tym
samym tuku.




e Poznasz pojecie kata dopisanego i udowodnisz twierdzenie pozwalajgce

obliczy¢ miare tego kata.

e Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Kat dopisany do okregu

Rozwazmy okragg i dowolng jego cieciwe oraz poprowadzmy styczng przez jeden

z koncow tej cieciwy, jak na rysunku.

Kat dopisany

Mozemy wowczas zaznaczy¢ miare kata a, jaki cieciwa PQ) tego okregu tworzy ze
styczng do tego okregu poprowadzona w punkcie P. Zauwazmy, ze jesli cieciwa PQ)
nie jest Srednicg, to styczna w punkcie P tworzy z tg cieciwga dwa katy, z ktorych jeden

jest ostry, a drugi - przylegly do niego - jest rozwarty.

Mozemy powiedzie¢, ze kat ostry jest oparty na krotszym z tukow o koncach
w punktach Pi @, a kat rozwarty - na dtuzszym z tukéw o tych koncach. O kjcie «
mowimy, ze jest to kgt miedzy styczng i cieciwg lub jako o kacie zdefiniowanym

ponize;j.

Definicja: Kat dopisany



Niech dany bedzie okrag i punkt P lezacy na tym okregu. Kat o wierzchotku
w punkcie P nazywamy katem dopisanym do danego okregu, jezeli jedno jego
rami¢ zawiera si¢ w stycznej do tego okregu, a drugie rami¢ zawiera jedng z jego

cieciw.

Twierdzenie: Twierdzenie o kacie dopisanym

Miara kata dopisanego jest dwa razy mniejsza od miary kata Srodkowego opartego

na odpowiednim tuku wyznaczonym przez cigciwe zawartg w jednym z ramion

kata dopisanego.
Dowdéd

Dowod przeprowadzimy w przypadku, gdy kat dopisany jest ostry. W przypadku
kata rozwartego wystarczy rozwazyc kat przylegty. Przypadek, gdy kat dopisany
jest prosty jest trywialny.

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku. Kat « jest katem dopisanym, a kat 3 jest
katem $rodkowym opartym na tym z tukow PQ, ktory zawiera si¢ w kacie
dopisanym a. Punkt R lezy na stycznej, a PQ) jest cieciwa okregu o srodku

w punkcie O.

Dowod twierdzenia o kacie dopisanym


javascript:void(0);

Wtedy kgt RPO jest prosty oraz a + |<OPQ| = 90°.
Ale |[<OPQ| = 1 - (180°—p) = 90" —%.

Stada = 90°— (90"~ 5 ) = 4.

Co byto do udowodnienia.

Prostg konsekwencja powyzszego twierdzenia i twierdzenia o kgcie Srodkowym

i wpisanym jest stwierdzenie ponizsze.

Twierdzenie: Twierdzenie o kacie dopisanym i wpisanym

Miara kata dopisanego jest rOwna mierze kata wpisanego opartego na tym samym
tuku.

Kat wpisany i dopisany

Przyktad 1

Dane sg dwa okregi, ktore przecinajg si¢ w punktach @) i R. Przez punkt R

poprowadzono odcinek, ktory przecina dane okregi odpowiednio w punktach A i
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B. Miarg kata AQ B jest rowna 74°. Wyznaczymy miar¢ kata AP B, pod jakim
przecinaja sie styczne do odpowiednich okregdéw, poprowadzone w punktach A i

B, jak na rysunku.

Zauwazmy, ze z twierdzenia o kacie dopisanym dla stycznej AP i cieciwy AR
mamy, ze |[<TAQR| = |[<RAP).

Podobnie dla stycznej BP i cieciwy BR mamy, ze |[<<BQR| = |<<RBP|.

Ale |[<BQR| + |<AQR| = 74"= |<RBP| + |<RAP| = 180" —|<APB|.

Stad |<APB| = 180°—74°= 106"

Stownik
kat srodkowy

katem srodkowym w kole (okregu) nazywamy kazdy kat, ktorego wierzchotkiem
jest Srodek danego kota (okregu)

kat wpisany




katem wpisanym w kole (okregu) nazywamy kat wypukly, ktorego ramionami sg
proste zawierajace cieciwy tego kota (okregu), a wierzchotek nalezy do okregu

wyznaczajacego brzeg kota



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Punktem wyjscia jest dany okrag i styczna do tego okregu
poprowadzona w punkcie A. Wybierz polecenie ,Kat dopisany” i zaobserwuj, jak
cieciwa dzieli okrag na dwa tuki. Zaznacz jeden z nich i zmieniajac potozenie punktu B
obserwuij, jak zmienia sie miara kata dopisanego, czyli kata miedzy styczna i cieciwa.
Nastepnie wybierz polecenie ,Kat wpisany” i zmieniajac potozenie punktu C obserwui,

jak zmienia sie miara odpowiedniego kata wpisanego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /DT7EMprVx

Polecenie 2
Zaobserwuj miary katéw wpisanego i dopisanego, wyznaczonych przez cieciwe AB.
Sformutuj hipoteze dotyczacg miar obu katéw. Zmieniaj potozenie punktéw Bi C, by

zbada¢, czy sformutowana hipoteza nie zalezy od potozenia tych punktow.

Polecenie 3
Miara ostrego kata dopisanego do danego okregu jest o 48 ° mniejsza od sumy miar

katow wpisanego i sSrodkowego, opartych natuku zawartym w tym kacie dopisanym.

Oblicz miare kata dopisanego.


https://zpe.gov.pl/a/DT7EMprVx




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @
Na rysunku podane sg miary dwdch katéw dopisanych. Wyznacz miare kata o miedzy

odpowiednimi cieciwami tego okregu.




Cwiczenie 2 @
Kat, jaki tworza sieczne, ma miare rowng 40°, a zaznaczony na rysunku kat dopisany ma

miare 30°.

Oblicz miare kazdego z katow aci 3.



Cwiczenie 3 ®
Dany jest okrag opisany na tréjkacie. Katy tréjkata maja odpowiednio miary «, B oraz v,
a miary wybranych katéw dopisanych, ktorych wierzchotki pokrywaja sie

z wierzchotkami tréjkata, s podane na rysunku. Jakie beda miary katow a: i 5?

Zaznacz poprawng odpowiedz.

a="T70°, B="T1"

a=39", B="T1°

a="T1°, B="10

o O O O

a="71°, f=39°



Cwiczenie 4 O
Sieczne danego okregu przecinaja sie pod katem 54 °. Kat wpisany, ktérego wierzchotek
pokrywa sie z wierzchotkiem kata dopisanego ma miare 78°, jak na rysunku. Jakg miare

ma kat dopisany a?

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O a=24°
() a=60°
() a=48"
() a=54"



Cwiczenie 5 O
Na rysunkach zaznaczono miary dwéch wybranych katéw dopisanych do danego okregu
o srodku w punkcie O. Korzystajac z przedstawionych na rysunku zaleznosci, wyznacz
miare kata o.

Dopasuj rysunki do odpowiedniej miary kata.

Cwiczenie 6 (]
W danym okregu poprowadzono cieciwe, ktérej konce podzielity okrag na dwa tuki.

Stosunek dtugosci tych tukéw ma sie do siebie tak, jak 3 : 5. Oblicz miary katéw
dopisanych, ktorych wierzchotkami sg konce poprowadzonej cieciwy.

Cwiczenie 7 @

Dtuzszy bok prostokata ABC'D jest $rednicg okregu o promieniu 7, jak na rysunku.

Prosta C'D przecieta okrag w takim punkcie E, ze |DE| = %r. Wyznacz stosunek
dtugosci bokow tego prostokata.



Cwiczenie 8 @
Dany jest dowolny trojkat i prosta k przechodzaca przez jeden z wierzchotkow tego
trojkata.

Zaznacz zdania fatszywe.

Jesli prosta k tworzy z jednym z bokdw trojkata kat rowny katowi
(] wewnetrznemu lezacemu naprzeciw tego boku, to jest ona styczna do okregu
opisanego na tym trojkacie.

Jesli prosta k tworzy z jednym z bokow tréjkata kat rowny katowi
(] wewnetrznemu lezacemu przy tym boku, to jest ona styczna do okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Jesli prosta k tworzy z jednym z bokéw trojkata kat rowny jednemu z katéw
(] wewnetrznych tego tréjkata, to jest ona styczna do okregu opisanego na tym
trojkacie.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Cztapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o kacie wpisanym i dopisanym do okregu

Grupa docelowa:

IIT etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy.

1) wyznacza promienie i Srednice okregow, dtugosci cieciw okregow oraz odcinkow

stycznych;

5) stosuje wiasnosci katow wpisanych i Srodkowych;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.



Cele operacyjne:

Uczen:

zna i stosuje zasadnicze twierdzenie planimetrii

e znaistosuje twierdzenie o kacie wpisanym i Srodkowym opartych na tym samym
tuku

e zna pojecie kata dopisanego

e dowodzi twierdzenie o rownosci miar kata dopisanego i odpowiedniego kata

wpisanego
e stosuje twierdzenie o kgcie wpisanym i dopisanym do okregu

e przeprowadza dowody geometryczne
Strategie nauczania:

e konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e dyskusja

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy pracy:

e praca indywidualna
e praca w grupach

e praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiej liczbie, zeby kazda para uczniow

miata do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do



dyspozycji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekc;ji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie zasadniczego twierdzenia planimetrii
i twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym. Nastepnie prezentuje na rysunku
lub modelu przygotowanym w aplecie problem wyznaczenia miary kata
wyznaczonego przez odcinek taczgcy punkty stycznosci okregu wpisanego

w trojkat i prosi uczniow o jego rozwigzanie.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wprowadza pojecie kata dopisanego informujac, ze czesto mowi sie
o kacie miedzy styczng i cieciwa. Wskazuje, ze kat przylegly do kata dopisanego
jest takze katem dopisanym. Nastepnie poleca uruchomi¢ dotaczony Aplet

Geogebry i wykona¢ zamieszczone w nim polecenia.

2. Nauczyciel formutuje twierdzenie o kacie dopisanym (i kacie Srodkowym) i prosi
uczniow o przeprowadzenie jego dowodu. Nastepnie pyta o zalezno$§¢ miedzy

katem dopisanym i wpisanym i uczniowie zapisujg odpowiedni wniosek.

3. Nauczyciel formutuje Problem 1. Uczniowie pod kierunkiem nauczyciela

rozwigzuja problem w parach, a nastepnie omawiaja wspolnie efekty pracy.

4. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac

umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

e Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych

elementow, jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:



Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Ewentualnie moze prosic¢ o dokonczenie dowodu

twierdzenia.

Materialy pomocnicze:

Kat srodkowy, kgt wpisany

Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna

wykorzystac¢ go przy realizacji tematu o okregu opisanym na trojkacie.


https://epodreczniki.pl/a/kat-srodkowy-kat-wpisany/DYqjbnhjH

