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Wektory prostopadte w uktadzie wspoétrzednych

LS

Zrédto: Alex King, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym rozdziale poznasz kryterium prostopadtosci wektorow umieszczonych

w prostokatnym uktadzie wspotrzednych. Ten prosty zwigzek miedzy wspotrzednymi
wektorow prostopadtych znacznie utatwia rozwigzywanie wielu zadan z geometrii
analityczne;j.

Twoje cele

e Rozpoznasz wektory prostopadte w ukitadzie wspoirzednych na podstawie ich
wspotrzednych.

» Wyznaczysz przykladowy wektor prostopadly do danego.



Przeczytaj

Zaczniemy od definicji wektorow prostopadtych
Definicja: wektory prostopadte

Mowimy, ze niezerowe wektory sg prostopadle, gdy ich kierunki sa prostopadte (zawarte

sa w prostych prostopadlych).
Nie definiujemy prostopadlosci wektorow dla wektora zerowego.
Przyktad 1

Ponizej przedstawiono pary wektorow prostopadtych wraz ze wspolrzednymi. Czy
widzisz jaki$ zwigzek miedzy wspolrzednymi wektorow prostopadtych?

Zwro¢ uwage, ze aby otrzymac¢ wektor prostopadty do danego wystarczy zamieni¢
miejscami wspolrzedne danego wektora i dokladnie jednejz nich zmieni¢ znak na

przeciwny.
Przyktad 2

Uzasadnimy teraz, ze wektory [a; b] i [—b; a] sg prostopadie. W tym celu zaczepimy oba
wektory w poczatku ukladu wspolrzednych. Wowcezas konce tych wektorow maja

wspotrzedne (a; b) i (—b;a).
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Wyznaczmy teraz rOwnania prostych zawierajacych oba wektory.

Jeslia = 0lub b = 0, to wektory zawarte s3 w osiach ukladu wspoétrzednych, czyli sg to
wektory prostopadte. Jesli a # 01i b # 0, to poniewaz obie proste przechodza przez
poczatek uktadu wspolrzednych, ich rownania sa postaci y = mz, gdzie m jest
wspolczynnikiem kierunkowym.

Rownanie prostej zawierajgcej wektor [a; b| otrzymamy, podstawiajac wspotrzedne
punktu (a; b) do réwnania y = ma:

b=ma< m= %,

czyli prosta ma rownanie y = %a:

Analogicznie wyznaczamy rownanie prostej zawierajacej wektor [—b; al:
y= 3T

Poniewaz iloczyn wspotczynnikow kierunkowych obu prostych jest rowny (—1), to
proste sg prostopadte, zatem i wektory [a; b] oraz [—b; a] sg prostopadte. Podobnie
dowodzimy, ze wektory [a; b] oraz [b; —a| sa prostopadte.

Przypomnijmy jeszcze tylko, ze wektor [ka; kb|, gdzie k # 0, jest rownolegly do wektora
la; b], zatem jest prostopadty do wektorow [—kb; ka] oraz [kb; —kal).

Wazne!

Kryterium prostopadlosci wektorow
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Wektory o wspotrzednych [a; b] i [c; d] sg prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy
ac+bd = 0.

Przyktad 3

Rozstrzygniemy, czy podane nizej wektory sa prostopadte. Wektor [1; —3] jest
prostopadty do wektora [6;2],bo1-6 4+ (—3) - 2 = 6 — 6 = 0. Wektor [1; —3] nie jest
prostopadty do wektora [6;3],bo1-6 4+ (—3)-3=6 -9 = —3 # 0.

Przyktad 4

Wyznaczymy warto$ci parametru m tak, aby wektory [m + 1; 3] i [2; —m] byly
prostopadle. Aby wektory byly prostopadte wystarczy, aby spetnione byto rownanie

2(m + 1) — 3m = 0, ktérego rozwigzaniem jest m = 2.

Stownik
wektory prostopadte
niezerowe wektory, ktore sa zawarte w prostych prostopadtych

kryterium prostopadtosci wektoréw

niezerowe wektory o wspotrzednych [a; b] i [c; d] sa prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy

spetniony jest warunek ac 4 bd = 0.



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja i na jej podstawie rozwigz zadania.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DIFHuolEH

Animacja nawiazujaca do tresci lekcji dotyczacej wektorow prostopadtych

rozpatrywanych w ukladzie wspotrzednych.

| Polecenie 2

| Polecenie 3


https://zpe.gov.pl/a/D1FHuolEH

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @

Wektorom A, B, C, D przyporzadkuj numery wektoréw do nich prostopadtych.

A/

B C D

Cwiczenie 2 @
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

Cwiczenie 7 @




Cwiczenie 8 @
Udowodnij twierdzenie: Jezeli ac + db = 0 i wektory [a; b] oraz [c; d] nie sa wektorami

zerowymi, to wektory [a; b] i [c; d] sa prostopadte.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wektory prostopadle w ukladzie wspoélrzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje
wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarowno analitycznie, jak
i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

» Rozpoznasz wektory prostopadte w uktadzie wspotrzednych na podstawie ich
wspotrzednych.
o Wyznaczysz przyktadowy wektor prostopadty do danego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Wektory prostopadte w uktadzie
wspotrzednych”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja” - ,Obejrzyj animacje i na jej
podstawie rozwiaz zadania.. Uczniowie zapoznajg si¢ z trescig zawartg w materiale,
w razie watpliwosci zadajg pytania nauczycielowi na forum klasy.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonujg wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujac uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:

» Pojecie wektora
» Uktad wspolrzednych

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Wektory prostopadte
w ukladzie wspotrzednych”.


https://epodreczniki.pl/b/pojecie-wektora/P2RHjBCqx
https://epodreczniki.pl/a/uklad-wspolrzednych/Dx1w3lEkr

