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Granica funkcji w nieskonczonosci

Zrédto: Compare Fibre, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Granice funkcji w nieskonczonosci sg uzytecznym narzedziem w matematyce, stuza
miedzy innymi do badania przebiegu zmiennosci funkcji. W praktyce pozwalaja rowniez na
odpowiedzi na interesujgce pytania natury pozamatematycznej, na przyktad czy Ziemi
grozi przeludnienie.

Paradoks Maltuzjanskiego modelu wzrostu

Pod koniec osiemnastego wieku angielski naukowiec, Thomas Robert Malthus, rozwazyt
problem przewidywania dalszego rozwoju ludzkosci uwzgledniajgc wiele czynnikow, w tym
wielko§¢ populacji. Zauwazyt, ze wzrost populaciji jest proporcjonalny do wielkosci
populaciji, czyli jezeli w miasteczku z tysigcem mieszkancow przez dekade urodzi si¢
Srednio dwieScie dzieci, to w mieScie z dziesigcioma tysigcami mieszkancow powinno si¢
w tym samym czasie urodzi¢ dwa tysigce dzieci. Na tej podstawie stworzyl model
matematyczny, uzywajacy rownania rozniczkowego, po czym rozwiazat to rownanie

i otrzymat wykres wzrostu liczby ludzi na swiecie, podobny do ponizszego.



|
0 5 10 15 20 X

Pod koniec XVIII wieku na Swiecie zyto okoto 1 miliarda ludzi i wedlug tych obliczen 10
lat p6zniej powinno ich by¢ prawie 2 miliardy, a 20 lat p6zniejjuz prawie 5 miliardow!
Liczby te wystraszyly uczonego, ktory poczatkowo opublikowat swoje wyniki pod
pseudonimem. Jak to si¢ jednak stato, ze Swiatowa populacja przekroczyta 7 miliardow
dopiero w 2010 roku, nie w potowie XIX wieku? Do odpowiedzi na to pytanie bedziemy
potrzebowali uzy¢ granic funkcji w nieskonczonosci.

Twoje cele

» Zdefiniujesz skonczong granice funkcji w nieskonczonosci.
» Zdefiniujesz nieskonczong granice funkcji w nieskonczonosci.
» Na podstawie definicji sprawdzisz, czy funkcja ma granice w nieskonczonosci.

» Na podstawie wykresu okreslisz istnienie granicy funkcji w nieskonczonosci.



Przeczytaj

W rozny sposob definiujemy skonczone i nieskonczone granice funkcji w nieskonczonosci.
Przypomnijmy na poczatek dwie rownowazne definicje skonczonych granic funkcji
w nieskonczonosci: wedtug Heinego i Cauchy'ego.

Definicja: granicy skonczonej w nieskonczonosci wedtug Heinego

Mowimy, ze funkcja f ma w +o0o granice skoniczong rowna L, gdy dla dowolnego ciggu
argumentow z,, dgzacych do +oo, wartosci funkeji f(z,,) daza do L.

Definicja: granicy skonczonej w nieskonczonosci wedtug Cauchy’ego

Mowimy, ze funkcja f ma w +oo granice skoniczong rowna L, gdy dla dowolnie matej
dodatniejliczby € istnieje taka liczba dodatnia M, ze dla wszystkich argumentow z
wiekszych od M wartosci funkcji f(z) sa pomiedzy L —ei L + ¢.

Symbolicznie zapisujemy to jako

lim f(z) = L.

T—+00
Podobnie definiujemy granice skoniczong w (—o0).
Przyktad 1

Sprawdzimy, uzywajgc definicji Heinego, czy funkcja f(z) = %, x # 0, maw 400
granice skonczong rowna 0.

Rozwigzanie
Wezmy dowolny cigg argumentow x,, dgzacy +oo.

Wowczas wiemy, ze cigg kwadratow tych argumentow, 22, rowniez dgzy do +oo. Zatem
cigg odwrotnosci kwadratow, m%, dazy do 0, czyli granica funkcji f w +o0 jest 0,

lim 4 =o0.
z5+00 T

Przyktad 2

Sprawdzimy, uzywajgc definicji Cauchy’ego, czy funkcja f(z) = %, x # 0, maw 400

granice skonczong rowng 0.

Rozwigzanie
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Wezmy dowolnie matg liczbe dodatnig €. Jezeli zdefiniujemy liczbe dodatnig M jako

odwrotnosc¢ pierwiastka z €, czyli M = %, to wowczas dla wszystkich argumentow z
wiekszych od M wartosci funkcji f sg nie mniejsze od 0 — € = —ng- i nie wieksze od

0+e= # , 1 tym samym granica funkcji f w +oo jest 0.

Mozemy sprawdzi¢ empirycznie, jak wyglada znajdowanie wartosci M w zalezno$ci od
warto$ci e na przykladzie funkcji f(z) = %, x # 0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrhcVbhWs

Jak wida¢, im mniejsza warto$¢ €, tym wigksza jest warto$¢ M - w dalszym miejscu lezg
argumenty, dla ktorych wartosci funkcji s pomiedzy zadanymi liniami - ale za kazdym

razem mozna taka warto$¢ znalezc.

Przypomnijmy teraz dwie rownowazne definicje nieskonczonych granic funkciji
w nieskonczonosci: wedtug Heinego i Cauchy'ego.

Definicja: granicy nieskonczonej w nieskoinczonosci wedtug Heinego

Mowimy, ze funkcja f ma w +oo granice nieskonczong rowng +o0o, gdy dla dowolnego
ciggu argumentéw z,,, dazacych do +oo, wartosci f(z,,) dazg do +oo.

Definicja: granicy nieskorniczonej w nieskonczonosci wedtug Cauchy’ego

Mowimy, ze funkcja f ma w 400 granice nieskonczong réwna +oo, gdy dla dowolnie
duzejdodatniejliczby M istnieje taka liczba dodatnia D, ze dla wszystkich argumentow
x wiekszych od D warto$ci funkcji f(x) sg wieksze od M.
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Symbolicznie zapisujemy to jako

lim f(z) = 4o0.

T—+00 'f( )

Podobnie definiujemy granice nieskonczong rowng —oo, oraz obie granice nieskonczone
w (—00).

Przyktad 3

Sprawdzimy, uzywajac definicji Heinego, czy funkcja f(z) = 2> — 1 ma w +oo granice
nieskonczong réwng +oo.

Rozwigzanie

Wezmy dowolny cigg argumentow x, dgzacy do +oo. Woéwczas wiemy, ze cigg
kwadratéw tych argumentoéw, z2, rowniez dazy do +oo. Zatem cigg kwadratow
pomniejszonych o jeden, z2 — 1, réwniez dazy do 400, czyli granicg funkcji f w 400 jest
+00,

lim (w2 — 1) = +o00.

r—+00
Przyktad 4

Sprawdzimy, uzywajgc definicji Cauchy'ego, czy funkcja f(z) = > — 1 ma w +oo granice
nieskonczong réwng +oo.

Rozwigzanie

WezZmy dowolnie duzg liczbe dodatnig M. Jezeli zdefiniujemy liczbe dodatnig D jako
pierwiastek z liczby M powiekszonejo jeden, czyli D = v M + 1, to woéwczas dla
wszystkich argumentow x wiekszych od D wartosci funkcji f sa nie mniejsze od

D? — 1 = M, i tym samym granicg funkcji f w +o0 jest +oo.

Nie zawsze funkcja musi mie¢ granice w nieskonczonosci, przyktadami mogg by¢
podstawowe funkcje trygonometryczne.
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Funkcja sinus nie ma granicy w nieskonczonos$ci. Rozwazmy dwa dowolne ciggi
argumentow dazace do +oo:

T, = N
Tp, = 5 + 20w
Zauwazmy, ze dla n dazacego do +oo cigg f(zn,) dazy do 0, za$ ciag f(xn,) dazy do 1.

To wystarczy, zeby udowodni¢, ze 1i1£_1 (sin z) nie istnieje.
T—+00

Wyjasnienie paradoksu wzrostu

Jak pamietamy, T. Malthus probowat szacowac¢ wzrost populacji ludzi na swiecie

i otrzymany wynik wydawat sie¢ rosng¢ w sposob niekontrolowany. Prawdopodobnie

w czasach Malthusa nie zdawano sobie sprawy, ze funkcja moze by¢ jednoczesnie rosnaca
i ograniczona z gory (przyja¢ ten fakt pomogly nam dopiero rozwazania dotyczace granic
funkciji, ktore prowadzili niezaleznie Augustin Cauchy i Heindrich Heine). Formutujac
rozwazania dotyczace nieskonczonosci, bledem jest ogladanie tylko najblizszego otoczenia
aktualnego momentu czasu na wykresie, gdyz przy wzglednie matych wartosciach
argumentow wartosci funkcji wydawaty sie rosna¢ nieograniczenie. Dopiero wyznaczenie
granicy w nieskonczonosci pokazato nam dtugoterminowe zachowanie wartosci naszej
funkciji.
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Stownik
granica skonczona w nieskonczonosci

granica funkcji w nieskonczonosci (—oo lub +00), ktora jest liczbg rzeczywista

granica nieskonczona w nieskonczonosci

granica funkcji w nieskonczonosci (—oo lub 4-00), ktora jest nieskonczona (—oo lub +o00)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj Polecenie 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DSSN7n51a

Polecenie 2

Uzywajac definicji Cauchy’ego sprawdz, czy funkcja f(z) = m%% ma granice w +o00 réwna 0.


https://zpe.gov.pl/a/DSSN7n51a

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na podstawie wykresu wybierz zdanie prawdziwe.

() Funkcja w 400 nie posiada granicy.

() Funkcja ma w o0 granice skonczona.

() Funkcja ma w +o0 granice nieskonczona.
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Cwiczenie 2

Na podstawie wykresu wybierz zdanie prawdziwe.

() Funkcja ma w +o0 granice nieskonczona.

() Funkcja w 400 nie posiada granicy.

() Funkcja ma w o0 granice skonczona.



Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie zdania pasujace do funkcji, ktérg widzisz na wykresie.
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Funkcja ma w —oo granice nieskonczona.

Funkcja ma w +00 granice skonczona.

Funkcja w 400 nie posiada granicy.

Funkcja w —oo nie posiada granicy.

Funkcja ma w —oo granice skonczona.

o o 0o 0o o o

Funkcja ma w 400 granice nieskonczona.



Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie zdania pasujace do funkcji, ktérg widzisz na wykresie.

Y
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Funkcja ma w +00 granice skonczona.

Funkcja ma w +00 granice nieskonczona.

Funkcja ma w —oo granice skonczona.

Funkcja w 400 nie posiada granicy.

Funkcja w —oo nie posiada granicy.

o o 0o o o o

Funkcja ma w —oo granice nieskonczona.



Cwiczenie 5

Wybierz zdanie opisujace funkcje dang wzorem y = 2 — 212

() Funkcja ma w 00 granice skonczona.
() Funkcja w 400 nie posiada granicy.

() Funkcja ma w +o0 granice nieskonczona.

Cwiczenie 6

Woybierz zdanie opisujace funkcje dang wzorem y = 2 +

() Funkcja ma w 00 granice skornczona.

() Funkcja w 400 nie posiada granicy.

() Funkcja ma w +oo granice nieskonczona.
Cwiczenie 7

Cwiczenie 8

1
X

@

Dana jest funkcja f(x) = 2 — ax? z parametrem rzeczywistym a. Potacz wartosci parametru

a z odpowiednimi informacjami o granicy funkcji.

a>0 Funkcja ma w 400 granice skonczona

. . . , . Funkcja nie ma w ani granic
Nie ma takiej wartosci a J e & v

a<0

skonczonej, ani nieskonczonej

Funkcja ma w 400 granice
nieskonczong réwng —oo

Funkcja ma w +00 granice
nieskonczong réwng 400



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska
Przedmiot: Matematyka
Temat: Granica funkcji w nieskonczonosci

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom
rozszerzony

Podstawa programowa:
XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje skonczong granice funkcji w nieskonczonosci;

 definiuje nieskonczong granice¢ funkcji w nieskonczonosci;

e napodstawie definicji sprawdza, czy funkcja ma granice w nieskonczonosci;
» na podstawie wykresu okreslisz istnienie granicy funkcji w nieskonczonosci.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja,



e rozmowa kierowana,
« mapa mysli.

Formy pracy:

» pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq sie z Wprowadzeniem.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat i cele lekciji.
2. Nauczyciel ustala z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wySwietla na tablicy interaktywnej definicje z sekcji ,Przeczytaj” oraz
omawia je na forum klasy, ktadgc nacisk na aplet interaktywny, ilustrujacy definicje
granicy wilasciwej w nieskonczonosci.

2. Uczniowie w 3-4 osobowych grupach czytajg pozostatg czes¢ sekcji ,Przeczytaj”

i tworzg mape¢ mysli na temat granic wtasciwych i niewtasciwych funkcji

w nieskonczonosci. W przypadku powstania watpliwosci, nauczyciel wyjasnia na forum
calej klasy napotkany problem. Pod opiekg prowadzgcego uczniowie porownujg wyniki
pracy nad mapami mysli i omawiajg powstate roznice.

3. Nauczyciel wyswietla prezentacje a wybrany uczen rozwiazuje Polecenie 2.

4. Uczniowie samodzielnie rozwigzujg wskazane ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

e Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi uczniéw, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.

Praca domowa:



Uczniowie zadajg sobie nawzajem w ramach 3-4 osobowej grupy zadanie, analogiczne do
,
jednego z ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:

Co to jest granica funkciji

Granice jednostronne

Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku réznych przedziatach

Wykres funkcji i wykresy wybranych funkciji
Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng mozna wykorzysta¢ jako material powtorzeniowy.
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