Granice jednostronne
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Zrédto: Olivier DEZ z Pixabay, domena publiczna.

Znamy juz pojecie granicy funkcji w punkcie. Zauwazmy, ze w poznanych definicjach nie
miato znaczenia z ktorej strony tego punktu si¢ znajdujemy. Co w przypadku gdy np.
chcielibySmy policzy¢ granice funkcji na skonczonym krancu jej dziedziny? W takiej
sytuacji z pomocg przychodzg granice jednostronne funkcji, czyli granica lewo- oraz
prawostronna, o ktorych powiemy w tym temacie.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ czym sg granice jednostronne funkcji w punkcie.
e Obliczysz granice lewo- i prawostronng wybranych funkcji.
e Obliczysz granice funkciji na skonczonych krancach jej dziedziny.



https://pixabay.com/pl/users/dezed7-6579887/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2810438
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2810438

Przeczytaj

Granice jednostronne wedtug Heinego
Aby zobrazowac idee¢ granic jednostronnych, spéjrzmy na nastepujacy przyktad.
Przyktad 1
Rozwazmy funkcje dang wzorem
fla) = B

Dziedzing tej funkciji jest zbior Dy = R\ {3}. Dziedzine mozemy tez zapisa¢ jako sume
przedzialow Dy = (—o0, 3) U (3, +00). Sprawdzimy czy funkcja posiada granice

w punkcie ¢y = 3. Na poczatek zapiszemy wzor funkcji w innej postaci. Wykorzystamy
w tym celu definicje wartosci bezwzglednej. Rozwazmy przypadki

1. Jesli 2 — 6 > 0, to wowczas ¢ > 3 oraz

flo) = 28 = 229 _ o

2.Jesli 2 — 6 < 0, to wowcezas ¢ < 3 oraz

—(2z—6)  —2(z-3) _9

f(x) - z—3 - z—3 -

Zatem wzor funkcji mozemy zapisac nastepujaco

_J2 dlaz >3
f(“’)—{—z dlaz < 3

Zauwazmy, ze funkcja przyjmuje inng warto$¢ na lewo oraz inng na prawo od punktu
xo = 2. Ponizej znajduje si¢ wykres funkcii f.
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Chcac wykorzystac¢ definicje Heinego definicji funkcji w punkcie, rozsagdne wydaje sie
rozwazy¢ oddzielnie ciagi, ktorych wszystkie wyrazy leza tylko na lewo lub tylko na
prawo od punktu xy = 3, tzn. takie, ktore zawierajg si¢ w lewo- lub prawostronnym
sasiedztwie tego punktu. Rozwazmy zatem przypadki.

1. Niech (z,) bedzie ciggiem argumentéw funkcji f zawartym w lewostronnym
sgsiedztwie punktu zg = 3, tzn. z,, € (—o0, 3) dla kazdegon € N oraz zbieznym do
liczby 3. Wéwczas cigg warto$ci funkciji f jest ciggiem stalym réwnym —2, tzn.
f(z,) = —2 dlakazdego n € N. Zatem jego granica jest tez rowna —2.

2. Niech (z,,) bedzie ciagiem argumentow funkcji f zawartym w prawostronnym
sgsiedztwie punktu zy = 3, tzn. z,, € (3, +00) dla kazdegon € N oraz zbieznym do
liczby 3. Wéwczas cigg wartosci funkcji f jest ciagiem staltym réwnym 2, tzn.

f(z,) = 2 dlakazdego n € N. Zatem jego granica jest tez réwna 2.

Powyzszy przyklad pokazuje, ze cigg wartosci funkcji f moze mie¢ inng granice gdy ciag
argumentow zawarty jest lewostronnym sgsiedztwie punktu zj a inng, gdy ciag
argumentow zawarty jest prawostronnym sgsiedztwie tego punktu. Obserwacja ta daje
motywacje do wprowadzenia pojecia granic jednostronnych funkcji f w punkcie.
Rozrozniamy dwa rodzaje granic jednostronnych: lewostronng oraz prawostronna.
Formalna definicja, oparta o definicje granicy funkcji w punkcie wedtug Heinego, jest
nastepujaca

Definicja: Granica lewostronna funkcji w punkcie wedtug Heinego

Powiemy, ze liczba g jest granicg lewostronng funkcji f : Dy — R w punkcie zy € R, jesli
dla dowolnego ciggu (x,) argumentow funkcji f, ktory jest zwarty w pewnym
lewostronnym sgsiedztwie punktu z (tzn. ,, € (xg — J, ) dla pewnejliczby § > 0 oraz




dla kazdego n € N) ciag wartosci f(x,) jest zbiezny do liczby g. Fakt ten zapisujemy
nastepujgco

hmx—mg f(aj) =g
Analogicznie mozemy zdefiniowac granice prawostronng.

Definicja: Granica prawostronna funkcji w punkcie wedtug Heinego

Powiemy, ze liczba g jest granicg prawostronng funkcji f : Dy — R w punkcie zy € R,
jesli dla dowolnego ciggu (z,,) argumentow funkcji f, ktory jest zwarty w pewnym

prawostronnym sgsiedztwie punktu z, (tzn. z,, € (zg, ¢ + ) dla pewnejliczby § > 0
oraz dla kazdego n € N) ciag wartosci f(z,) jest zbiezny do liczby g. Fakt ten zapisujemy
nastepujgco

limx%mg f(ZB) =g

Powracajgc do pierwszego przyktadu widzimy, ze zdefiniowana tam funkcja posiada
granice jednostronne w punkcie xy = 3 oraz

lim, .3 f(z) =-2 , lim, .3 f(z) = 2.
Spojrzmy na kolejny przykiad.
Przyktad 2

Obliczymy granice jednostronne w punkcie g = 0 funkcji danejwzorem

Dziedzing funkciji jest zbior Dy = (—o0,0) U (0, +00). Skorzystamy z definicji wartosci
bezwzglednej aby pozby¢ si¢ modutu z mianownika. Rozwazmy przypadki

1.Jeslixz > 0, to

fla) = 222 — a2k — 42 4 9,

2.JeSlixz <0, to

fla) = 252 — e g2y,

Wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob.

() {w2+1 dlaxz >0
flz) = 5
—z“—1 dlaz <0
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Biorac teraz dowolny cigg (z,,) argumentow funkciji f taki, ze x,, > 0 dla kazdegon € N
oraz lim,,_, o =, = 0 widzimy, ze f(z,) = 2 + 1 oraz

lim,, ,, f(z,) = 1.
Zatem
lim, .o+ f(z) = 1.

Z drugiej strony biorgc dowolny ciag (z,,) argumentéw funkcji f taki, ze z, < 0 dla
kazdegon € N oraz lim,,_, ,« x, = 0 widzimy, ze f(z,) = —22 — 1 oraz

lim, . f(z,) = —1.

Zatem

lim, .- f(z) = —1.

Powyzszy przyklad ma nastepujacg interpretacje graficzna.

Granice jednostronne wedtug Cauchy'ego
Granice jednostronne mozemy tez zdefiniowa¢ w oparciu o definicje Cauchy'ego.
Definicja: Granica lewostronna funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego

Powiemy, ze liczba g jest granicg lewostronng funkcji f : Dy — R w punkcie zg € R, jesli
dla dowolnejliczby e > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze dla kazdego x € Dy jesli
zo—d < x <z, to|f(z) —g| <e.




Definicja: Granica prawoostronna funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego

Powiemy, ze liczba g jest granicg prawostronng funkcji f : Dy — R w punkcie zg € R,
jesli dla dowolnejliczby € > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze dla kazdego € Dy jesli
zo <z <wmo+6,t0|f(x) —g| <e.

Przyktad 3
Wyznaczymy granice jednostronne funkcji f(z) = V4 — 2 na krancach jejdziedziny.

Poniewaz pierwiastek kwadratowy jest okreslony tylko dla liczb nieujemnych, wiec
funkcja f jest poprawnie okreglona jesli 4 — z% > 0. Zatem Dy = (-2, 2).

Ze wzgledu na dziedzing funkcji f w punkcie g = —2 istnieje jedynie granica
prawostronna (funkcja jest okreslona tylko na prawo od —2). Wykazemy, ze granica ta jest
rowna 0. Wykorzystamy definicje Cauchy'ego. Wezmy w tym celu dowolna liczbe € > 0.
Niech § = ETZ. Wezmy dowolny x € Dy taki, ze —2 < z < —2 + J. Wynika stad, ze

—2<x = —r<2 = 2—-—xz<4

oraz
r< -2+ = 24+zx<é

Stad otrzymujemy

f(x) —0|=Vd—22=vV2—z- V2T <Vi-V5=2-4/5 =¢
Z definicji Cauchy'ego granicy prawostronnej wynika zatem, ze
lim, , o+ f(z) = 0.

W punkcie xy = 2 z kolei istnieje jedynie granica lewostronna, gdyz funkcja jest
okreslona tylko na lewo od 2. Analogicznie jak powyzej mozna wykazac, ze

lim, .o f(z) =0.

Stownik
wartosc bezwgledna liczby

wartos¢ bezwzgledng (modut) liczby  definiujemy nastepujaco

2| = z dlaz >0
T —z dlaz <0



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami obliczania granic jednostronnych zawartych w ponizszej animacji

a nastepnie wykonaj zamieszczone ponizej polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D9vAzqEbQ

Film nawigzujgcy do treSci materiatu

Dana jest funkcja
fz) = 27
o dziedzinie

Dy = (—4,-2)U(-2,2).

Polecenie 2
Oblicz
limg 4+ f(x).
Polecenie 3
Oblicz
lim, o f(x).


https://zpe.gov.pl/a/D9vAzqEbQ




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dana jest funkcja f(z) =22

=5276" Wskaz inny sposdb na zapisanie wzoru tej funkcji.

L dla z>2

O fl=) ={ ’

—% dla z <2

3 dla > -2

O f=) 3dla z< -2

O f=) 3 dla z <2

1? dla =z > —2
dla =z < -2

{
{3 dla z > 2
o

Cwiczenie 2

Wskaz granice lewostronna w punkcie 2y = 1 funkcji danej wzorem f(z) =

O Jlimfle)=

O gl =-1
O lim f(z) =1

r—1"




Cwiczenie 3

Dana jest funkcja f(z) = |§$ﬁ| . Wskaz prawidtowe réwnosci.

O lim f(@) =4
O hm fl@) =4
O . fle)=2
0 A f@) =2

Cwiczenie 4

Uzupetnij tekst, przeciggajac w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Dana jest funkcja f(z) = |§£:3| . Obliczymy granice prawostronng funkcji f w punkcie

nlajeeEEn(nlE

lim f(z) = —2 | ‘ lim f(z) =4 | 2]

xl_i>r1;+f(:1:):2|‘:vn€ (3,5 +9) ’

1+
2




Cwiczenie 5

Potacz w pary funkcje z poprawnymi granicami.

f(@) ==
fl=) =25

f(=) =11
IEE—

Cwiczenie 6

lim f(z) =1

z—0t

lim f(z) = -1

z—0"

lim f(z) = -1

rz—1"

A f(e) =3

Czy istnieje granica prawostronna funkcji f(a:) = 4/1 — 22 w punkcie g = 1?

() Nie

() Tak



Cwiczenie 7 @
Uzupetnij tekst, przeciggajac w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Niech f(x) = 2+ V1 — x2. Wykazemy, ze 111{1 f(z) =
T— 1"

(=) 2| =VI—F=vT—z VITz< ==

______________

Z definicji Cauchy'ego granicy lewostronnej wynika, ze lim f(x) = 2.

z—1-
—Hl—é<x<1H5_

—1,1)] 2v/6 ‘1<a:<1+5’
Df=<-1,1>|/d="4

Cwiczenie 8 @
Przenie$ podane funkcje do odpowiednich obszaréw.

lim f(z) =1

z—1T

fle) =1 - 45
flz) =1— V2> —1
Tim f(2) =0 f(r) = vae =
f@)=1+vV1—a?
f@) =1 || @) =7

—ZT
_1‘

lim f(z) =1
z——1"




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Granice jednostronne

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje granice jednostronne funkcji w punkcie z wykorzystaniem definicji Heinego
funkcji w punkcie;

 definiuje granice jednostronne funkcji w punkcie z wykorzystaniem definicji
Cauchy'ego funkcji w punkcie;

 oblicza granice jednostronne funkcji w punkcie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



tworzenie przez analogie.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Granice jednostronne” oraz cele, wybrana osoba

formutuje kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie

poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”.

A

Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tres¢ wspolnie
wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym

kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11i 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujac swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na

czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje

odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem sie jak...”.

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie z medium w sekcji ,Animacja” i rozwiazuja polecenia z nim
zwiazane.

Materialy pomocnicze:
» Definicja funkciji. Sposoby przedstawiania funkcii
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Granice jednostronne”.


https://epodreczniki.pl/a/definicja-funkcji-sposoby-przedstawiania-funkcji/D7ohzfRkA

