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Zrédto: Sergey Zolkin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Z pojeciem Sredniej spotykasz si¢ na co dzien. W doniesieniach prasowych, telewizyjnych

czy w podrecznikach szkolnych.

Nosicielka wody
Obraz hiszpanskiego malarza Francisca Goi

Interesujac si¢ znaczeniem wody dla naszego
organizmu, mozesz dowiedziec si¢ na przyklad,
ze cztowiek odczuwa pragnienie, gdy straci
$rednio 1% wody posiadanejw ciele, wydajnos¢
naszych nerek to przefiltrowanie $rednio 1,5 1
wody w ciggu godziny, utrata wody z organizmu
cztowieka érednio o 10% jest niebezpieczna dla
zdrowia.

Dane te uzyskano na podstawie wielu obserwacii.
Mowimy czasem, ze dane te sg usrednione.

W ujeciu potocznym, Srednia oznacza co$
przecietnego, najczesciej spotykanego.

W ujeciu matematycznym Srednie sg Scisle
zdefiniowane. Na pewno wiesz jak obliczy¢
Srednig arytmetyczng wzrostu, czy Srednig



Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org. waZonq ocen. Teraz poznasz jeszcze inne érednie,

rownie przydatne w sytuacjach zycia
codziennego, jak i w matematyce. Prezentowany materiat wykracza nieco poza tresci
wynikajace z podstawy programowej, zatem mozesz potraktowac je jako ciekawostki lub
rozszerzenie obowigzkowych umiejetnosci.

Twoje cele

e Obliczysz wartosci $redniej: harmonicznej, geometrycznej, kwadratowe;j,
winsorowskie;.
e Poznasz zalezno$ci miedzy Srednimi.

» Zinterpretujesz geometrycznie Srednig geometryczng, harmoniczng, kwadratowa.



Przeczytaj

Srednie w badaniach statystycznych zaliczane sg do miar tendenciji centralnej. Mozna
powiedzie¢, ze wskazuja w pewien sposob ,Srodek” zestawu danych. Poniewaz ,Srodek”
jest pojeciem mato precyzyjnym, zatem i Srednie mozna definiowa¢ réznymi sposobami.
Przyktady znanych nam juz Srednich to mediana i Srednia arytmetyczna.

Poznamy teraz niektore z mniejznanych Srednich.

Srednia geometryczna

Za pomocy Sredniej geometrycznej dokonuje sie charakterystyki podobienstw zbiorowosci
statystycznych ze wzgledu na wyrézniong ceche. Do pomiaru wykorzystywane sg wszystkie
wartosci szeregu. Pozwala to na uzyskanie przecietnej cechy mierzalnejw danym zestawie.

Zaleta Sredniej geometrycznejjest to, ze stabiej reaguje na wartosci ekstremalne (czasem
przypadkowe wartosci) od sredniej arytmetyczne;.

Definicja: Srednia geometryczna
Srednig geometryczng n dodatnich liczb ay, as, ..., a, nazywamy liczbe
G = A/ a1-a9c...cQy,

Przyktad 1

Srednia geometryczna liczb 2, 4, 8 jest rowna v/2-4-8 = V64 = 4.

Srednia geometryczna jest liczbg mianowang. Jej miano jest takie samo, jak to, ktére
posiadajg dane, z ktorych jest obliczana.

Ma zastosowanie w przypadku wielkosci zmieniajgcych si¢ w postepie geometrycznym (np.
w demografii, przy obliczaniu przecietnego tempa wzrostu dochodu narodowego,
w obliczeniach zwigzanych z ciggiem geometrycznym).

Przyktad 2

Znajdziemy dodatnig liczbe z, dla ktorejliczby 4, = + 1, 9 s3 trzema kolejnymi wyrazami
ciggu geometrycznego rosnacego.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze w ciggu geometrycznym wyraz sSrodkowy jest Srednig geometryczng wyrazow
skrajnych.
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t+1=+v4-9
z+1=+/36
z+1=6
T=25

Otrzymany ciag (4, 6, 9) jest ciaggiem rosnacym, zatem liczba 5 spetnia warunki zadania.

Odpowiedz:

Szukana liczba to 5.

Srednia harmoniczna
Definicja: Srednia harmoniczna

Srednig harmoniczng n dodatnich liczb a;, as, ..., a, nazywamy liczbe

H=—_n
%+L+...+L

ag an

Przyktad 3

Obliczymy srednig harmoniczng liczb 2, 2, 4, 5, 10, 10.

6 6
H = T, 1 1,1, 1 T — 1011015141212
stetatstotsw — 20

_ 120 _ 40 _ 9.7
H=33 =11 =311
Z obliczeniami zwigzanymi ze Srednig harmoniczng, spotykamy si¢ najczesciej
w przypadku probleméw wymagajgcych usrednienia wielkoSci wzglednych, czyli
wowczas, gdy zmienne wyrazone sg w jednostkach wzglednych, np. kTm (predkosc),

osoba,
km?

czasu pracy danej grupy osob.

(gestos¢ zaludnienia), obliczenia Sredniej predkosci pojazdoéw czy wyznaczenia

Przyktad 4

Pan Tadeusz napetnia ogrodowy basen w ciggu 2 godzin, a pan Wactaw napelnia ten sam
basen w ciggu 40 minut. W ciggu ilu minut napelnig basen obaj panowie pracujac
wspolnie?

Rozwigzanie:
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W obliczeniach wykorzystamy srednig harmoniczng - wynik podamy w minutach.
2h =120 min

Obliczamy $redni czas potrzebny do napeinienia basenu przez jedna osobe.

H= = 200 =60

2 2
L1 T 4
120 T3 120

(=}

Poniewaz basen napetnia¢ beda 2 osoby, zatem na napetnienie basenu potrzebujg
60 min : 2 = 30 min.

Odpowiedz:

Pracujac razem panowie napetnig basen w ciggu 30 minut.

Srednia kwadratowa

Przykladem $redniej, ktora ma duze znaczenie praktyczne, jest Srednia kwadratowa.

W obliczeniach matematycznych zwigzana jest z odchyleniem standardowym, w fizyce
wykorzystywana jest np. w teorii kinetycznej gazow, obliczeniach zwigzanych z wartoscia
skuteczng natezenia pradu przemiennego.

Definicja: Srednia kwadratowa

Srednig kwadratowa n liczb dodatnich a1, as, ..., a, nazywamy pierwiastek ze $redniej
arytmetycznej kwadratow tych liczb

2, 2 2
- aij+ay+...+a;
K = \/ n

Przyktad 5

Obliczymy srednig kwadratowg liczb 2, 2, 4, 8.
/22422442482 ~

K = % =122~ 4,7

Przyktad 6

Pani Matylda ma trzy kwadratowe dziatki o bokach dtugosci odpowiednio 110 m, 50 m i
10 m. Chce podzieli¢ ziemi¢ po rowno miedzy trojke swoimi dzieci. W tym celu chce
calos$¢ zamienic¢ na trzy kwadratowe dziatki jednakowej wielkosSci. Jaka musi by¢ dtugos¢
boku kazdej z tych dziatek?

Rozwigzanie:

_ 11024502410 __ 14700 __
K_,/%_,/T_\MQOO
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K=70m

Dtugos¢ boku kazdej dziatki powinna wynosi¢ 70 m.

Srednia potegowa
Definicja: Srednia potegowa

Srednig potegowa rzedu k (inaczej $rednig uogolniong) n liczb ay, as, ..., a, nazywamy
liczbe

k) akb+ak+...+ak
P, = 1 2n n

Przyktad 7

Obliczymy srednig potegowq rzedu 4 liczb 1, 2, 3, 4.

Wazne!
Srednie potegowe niektorych rzedéw maja wlasne nazwy:

« $rednia harmoniczna to $rednia potegowa rzedu (—1),
» Srednia geometryczna to Srednia potegowa rzedu 0,
» Srednia arytmetyczna to Srednia potegowa rzedu 1,

» Srednia kwadratowa to srednia potegowa rzedu 2.

Srednia winsorowska

Bardzo czesto, analizujgc zebrane dane, mozna zauwazyc¢, ze niektore liczby sg
zdecydowanie wigksze lub duzo mniejsze od pozostatych. Nazywamy je obserwacjami
odstajgcymi. Moga one znaczgco zaburzy¢ wyniki obliczen. Zatem w wielu wypadkach
usuwa sie te ,niepasujace” wyniki.

W podobny sposob ocenia si¢ skoczkoéw narciarskich, gdzie sposrod 5 ocen przyznanych
przez sedziow, wybiera sie trzy, odrzucajac ocen¢ najwyzszg i ocene najnizsza.

Jedna ze srednich odpornych na obecnoS¢ obserwaciji odstajacych jest Srednia
winsorowska.
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Wyznacza si¢ ja podobnie jak Srednig arytmetyczng. Ale, po uporzadkowaniu zbioru danych
w sposob niemalejacy, ucinamy ustalong liczbe obserwacii (z praweji lewej strony szeregu),
a nastepnie dopisujemy tyle danych, ile ucieliSmy. Potowa sposrod dopisanych obserwacji
jest rowna pierwszej (czyli najmniejszej), a potowa ostatniej (czyli najwiekszej) obserwacji

z podzbioru, ktory pozostat po ucieciu.

Z reguly ,ucina sie” ok. 10 - 25 procent liczb z obu koncow szeregu. Jesli wspotczynnik
,uciecia” wynosi 0% - Srednia winsorowska jest rowna $redniej arytmetyczne;.

Przyktad 8

Obliczymy 10 - procentowa srednig winsorowska liczb: 6, 4, 10, 20, 8, 10,7, 1, 3, 8.
Rozwigzanie:

Porzadkujemy liczby w sposob rosnacy: 1, 3, 4, 6, 7, 8, 8, 10, 10, 20.

Zastepujemy 10% liczb z kazdego konca (czyli po jednej) najblizszg wartoscig spoza
pozostatych.

Otrzymujemy: 3, 3, 4, 6, 7, 8, 8, 10, 10, 10.

Obliczamy Srednig arytmetyczng tak powstatego szeregu.

3+34+4+64+74+848+10+10+10 _ 69 __ 6.9
10 -1

Odpowiedz:

Srednia winsorowska jest réowna 6, 9.

Zaleznosci miedzy Srednimi

Dla dodatnich liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an zachodzg nastepujgce zaleznosci:

2 2 2
ai1tas+...4+a aj+as+...4a
T, o S Yarazca, < S < \/ S

a1 ay eee an -

Mozemy zapisac:

Przyktad 9

Wykazemy, ze dla liczb nieujemnych a, b prawdziwa jest nieré6wnosc:

Va++vb < +/2a+2b

Rozwigzanie:




Skorzystamy z zaleznoSci miedzy srednig arytmetyczng, a Srednig kwadratowgq dla liczb

Va, v/b.

Stad:
. (va)*+(v3)’
x/—2H/5 < 2( )

\/E-i-\/g a+b
2 S 2

Mnozymy obie strony nierownosci przez 2.

a+b
Va+vb<24/4b
Wiaczamy 2 pod znak pierwiastka i otrzymujemy:

va-+ Vb </2a+2b

czyli nierownos¢, ktora nalezato udowodnic¢.

Przyktad 10

Wykazemy, ze zachodzi nierownosc
Va+b—c+vVb+c—a++vVe+ta—-0b< \/3-(a+b+c)

gdzie:
a, b, c - sa dlugosciami bokow tréjkata.

Rozwigzanie:

Liczby a,b, ¢ sa dlugo$ciami bokéw trojkata, zatem sg to liczby dodatnie. Ponad to
z nierownosci trojkata wynika, ze:

a+b>c,b+c>a,c+a>>b

Zatem réwniez liczbya + b — ¢, b+ ¢ — a, ¢ + a — b sa dodatnie.

Oznaczmy:

r=a+b—c
y=b+c—a
z=c+a—b»

Wtedy dowodzona nier6wno$¢ ma postac:



VT+y+vVz2< /3 (2 +y+2)

Jej prawdziwos$¢ wynika z zaleznoS$ci miedzy Srednig arytmetyczna, a Srednig
kwadratow3.

Postepujemy podobnie, jak w przyktadzie poprzednim:

2

VEHIHE \/<ﬁ>2+(@>2+(ﬁ)
3 3

Mnozymy obie strony nierownosci przez 3 i wigczamy 3 pod znak pierwiastka.

VE+y+v/z<V/3 (2 +y+2)

A ta nieré6wnoSc jest rownowazna dowodzonej nieroOwnosci.

Stad.

\/a—l—b—c—l—\/b—i—c—a—i—\/c—i—a—bg\/3-(a—i—b—|—c)

Stownik
srednia geometryczna

n dodatnich liczb aq, as, ..., a, toliczba

G = ¢/aj-as-....a,

srednia harmoniczna

n dodatnich liczb a¢, as, ..., a, toliczba
— n
- 1 1 1
_+E+ tor
$rednia kwadratowa
n liczb dodatnich a4, as, ..., a, to pierwiastek ze sredniej arytmetycznejkwadratow

tych liczb

[ 2 2 2
o ajtay+...+aj
K = n

srednia potegowa

rzedu k nliczb aq, as, ..., a, toliczba

k) akb+ak+...+ak
Pk — 1 2n n







Animacja

Polecenie 1

Pokazemy teraz interpretacje geometryczng Sredniej geometrycznej, harmonicznej

i kwadratowej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXbTeSROO

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego ciekawych srednich.

Polecenie 2

Zapisz za pomocg nierownosci zaleznos$¢ miedzy Srednimi, korzystajac z ostatniego rysunku
zamieszczonego w prezentacji. Poréwnaj uzyskane nierownosci z zapisem w sekcji
,Przeczytaj”.



https://zpe.gov.pl/a/DXbTeSROO

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Dopasuj wartos$¢ sredniej geometrycznej do odpowiedniego zestawu danych.

4, 4, 32 10
1, 2, 8, 16 4
5, 5, 40 6

4,6, 9 8

Cwiczenie 2

Dopasuj wartos$¢ sredniej harmonicznej do odpowiedniego zestawu danych
Przeciagnij liczby w prawidtowe miejsca.

Zestaw danych Srednia harmoniczna

4 C T
2, 4 .

]
______________________________________________________________________

2, 4, 8 '

]
______________________________________________________________________

11 e ‘
29 3 i

'
______________________________________________________________________

5, 10, 20, 20 '

______________________________________________________________________

[0.4][10] (33 ][16]




Cwiczenie 3 Q@

Dopasuj wartos$¢ sredniej kwadratowej do odpowiedniego zestawu danych.
Przeciagnij liczby w prawidtowe miejsca.

Zestaw danych Srednia kwadratowa
B EANEn
Cwiczenie 4 ®

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Odwrotnos¢ sredniej arytmetycznej liczb dodatnich a, b jest Srednig harmoniczng
odwrotnosci tych liczb.

0 Odwrotnos¢ sredniej geometrycznej liczb dodatnich a, b jest Srednig
geometryczng odwrotnosci tych liczb.

0 Odwrotnos¢ sredniej geometrycznej dwoch liczb dodatnich a, b jest $rednig
kwadratowg odwrotnosci tych liczb.

0 Odwrotno$¢ sredniej harmonicznej liczb dodatnich a, b jest Srednig arytmetyczng
odwrotnosci tych liczb.



Cwiczenie 5 Q@

Liczby a, b to liczby rzeczywiste dodatnie. Uzupetnij nierdwnosci, przeciaggajac odpowiednie

znaki.

2
2 L a’+b?
1 1
;-i—g ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2
T 2
vab!
b Iyl

Cwiczenie 6 Q@

Dopasuj wartos¢ sredniej winsorowskiej do odpowiedniego zestawu danych.

8, 5,3, 12, 1 5,4
8, 1, 12, 4, 6, 10 11,6
1,2, 3, 4, 10 7

2, 20, 10, 30, 4 3



Cwiczenie 7

Uporzadkuj w odpowiedniej kolejnosci dowdd twierdzenia: dla liczb dodatnich a i b

a?+b? > a+b

zachodzi nieréwnos¢ 5— = 3

Dowdd:

a?—2ab+b2>0

a’+b? > a’+2ab+b?
2 = 4

2 2 2 2
2a 121) 2 a +24(11b+b .4

(a—b)?>0

/ a2-+b? a+b
2 Z 2

202 +2b2 —a?2 —b2—-2ab>0

2a% + 2b% > a® + 2ab + b2

Cwiczenie 8

Wykaz, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢

Va2b+ Vb2c +Vc2a <a+b+c

O

112

114

O

O

O

114

114




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ciekawe Srednie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.

Uczen:

3) oblicza $rednig arytmetyczng i Srednig wazong, znajduje mediang i dominante.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» oblicza wartosci $redniej: harmonicznej, geometrycznej, kwadratowe;j

e pozna zalezno$ci miedzy Srednimi

 zinterpretuje geometrycznie Srednig geometryczna, harmoniczng, kwadratowq

» uzasadnia prawdziwos¢ nierownosci algebraicznych, korzystajac z zaleznosci miedzy
Srednimi

« analizuje skomplikowane problemy matematyczne, wybiera najskuteczniejszg metode
ich rozwiazania

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



 analiza ABC
o lista pytan kontrolnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie przypominaja wiadomosci na temat poznanych miar centralnych,
w szczegolnosci na temat Sredniej arytmetycznej. Nauczyciel podaje temat i cele zajec,
uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

Uczniowie pracuja w grupach metoda ABC. Ustalajg liczbe elementoéw do analizy (4 -
Srednia geometryczna, harmoniczna, winsorowska, kwadratowa i potegowa).

Kazda z grup bedzie pracowata nad jedng srednig. Grupy okreslajg parametry, ktore beda
przedmiotem ich analizy w odniesieniu do danej $Sredniej. Nastepnie zapoznaja si¢

z potrzebnymi wiadomosciami zapisanymi w sekcji Przeczytaj. Moga tez pozyskac
dodatkowe wiadomosci, ogladajgc prezentacje. Wykreslajg krzywa ABC - krzywg moga
wzbogaci¢ elementami podobnymi jak w mapie mysli.

Po uplywie wyznaczonego czasu, grupy prezentujg Srednie, nad ktorymi pracowali,
pokazujac rowniez przyktady rozwigzanych zadan.

Uczniowie wspolnie omawiajg zalezno$ci miedzy Srednimi (na podstawie informacji z sekcii
»Przeczytaj’, podaja odpowiednie przyklady.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji i omoéwienie prac grup, w ktorych pracowali.

Dyskusja - rozwazenie roznych sytuacji, ktore wymagaja wyboru réznych $rednich (w tym
Sredniej arytmetyczne;j).



Podsumowaniem zajec jest refleksja nauczyciela na temat mocnych i stabych stron w pracy
uczniow, strategii ich pracy, zaangazowania i czytelno$ci prezentaciji.

Praca domowa:

Zadaniem domowym uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Srednia geometryczna

Wskazowki metodyczne:

Geometryczng interpretacje Srednich mozna wykorzysta¢ przy okazji omawiania tematow
zwigzanych z trapezem.


https://epodreczniki.pl/b/srednia-geometryczna/PChIluYSw

