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Zliczanie obiektéw z podziatem na etapy (rzuty kostka)

e 8P 80

Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Bywa, ze kiedy jestesSmy zdecydowani na podjecie jakiejs waznej decyzji przywotujemy
stowa wypowiedziane przez Juliusza Cezara, ktory podczas przekraczania Rubikonu miat
powiedziec¢ (o czym zaswiadcza Swetoniusz) ,alea iacta est”, czyli: ,koSci zostaly rzucone”

Kosci to jedne z najstarszych znanych cztowiekowi narzedzi. Stuzyly jako przyrzady do
przepowiadania przysztosci, czym zazwyczaj trudnili si¢ wrozbici. W starozytnos$ci
uzywano do tego celu kostek skokowych pochodzacych od zwierzat hodowlanych - byly to
tzw. astragale.

Rownie czesto kostek uzywano do gier hazardowych, ktore zajmowaty ludzi od
najdawniejszych czasow. Kostki o szeSciennym ksztalcie i niewatpliwie hazardowym
przeznaczeniu znalezli archeolodzy prowadzacy wykopaliska w Chinach - to odkrycie
datowane jest na VII-VI wiek p.n.e.

Wsrod bardziej nam wspotczesnych hazardzistow zdarzali sie i tacy, ktorzy przy okazji gry
w kosci zadawali sobie pytania dotyczgce szans na wygrana.

Kilkoma problemami, dotyczgcymi spodziewanych wynikéw w rzutach szeSciennymi
kostkami do gry, podzielit si¢ z Blazejem Pascalem, znakomitym francuskim matematykiem,
pisarz-hazardzista Antoine Gombaud, znany jako Kawaler de Méreé. Pascal swoje wnioski na
zadane tematy konsultowat z Pierre’'m de Fermatem. Powstata w ten sposob



korespondencja data, jak si¢ obecnie uwaza, metodyczne podstawy rachunkowi
prawdopodobienstwa.

W prezentowanych w tejlekcji przyktadach oméwimy zadania dotyczace rozkiadu
wynikow w rzutach szeSciennymi kostkami, m.in. omowimy jeden z problemow Kawalera
de Meéré.

Twoje cele

» Nauczysz sig, jak rozwigzywac¢ zadania, w ktorych wyniki rzutu kostkami do gry
spelniajg jednoczesnie kilka warunkow,

» Bedziesz doskonali¢ umiejetnosci dotyczace budowania modelu matematycznego
w zadaniach dotyczacych rzutu symetrycznymi kostkami do gry,

e Znajomo$¢ poznanych wczesniej regul kombinatorycznych pozwoli Ci oblicza¢, ile

jest wynikow w doswiadczeniach polegajgcych na rzucie kostkami do gry,

Zapoznasz si¢ z rozwigzaniem zadania znanego jako problem Kawalera de Méré.




Przeczytaj

Kawaler de Méreé obstawiajac wyniki w rzucie trzema szeSciennymi kostkami do gry byt
przekonany, ze suma oczek na wszystkich kostkach rowna 11 pojawia si¢ z taka samg
czestoscig, jak suma oczek rowna 12.

Zauwazyl mianowicie, ze:

e sume oczek rowng 11 mozna otrzymac szeScioma sposobami:
11=14+44+6=1+5+5=24+44+5=24+3+6=3+4+4=3+3+5,

e sume oczek rowng 12 rowniez mozna otrzymac sze$cioma sposobami:
12=1+5+6=2+5+5=2+4+6=3+3+6=3+4+5=4+4+4.

Tymczasem praktyka pokazywala, ze suma oczek rowna 11 wypada czeSciej niz suma oczek
rowna 12.

Przyktad 1

Rozpatrzmy wiec rzut trzema kostkami, z ktorych kazda ma inny kolor. Obliczymy, ile jest
wszystkich mozliwych wynikow, w ktorych suma oczek uzyskanych na wszystkich trzech
kostkach jest rowna:

a) 11,

b) 12.

Rozwigzanie

Przypu$cmy, ze kostki sg w kolorach biatym, zottym oraz niebieskim. Oznaczmy liczby
oczek, ktore wypadtly na kostkach biatej, zotteji niebieskiej przez, odpowiednio, wq, ws,
ws.

Wynik rzutu tymi trzema kostkami zapiszemy jako trzyelementowy cigg (wq, ws, ws3),
gdzie wy, wy, w3 € {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Wtedy:

(1) jesli wyrzucone liczby oczek na kostkach sa parami rozne, to wynikow jest tyle, ile
permutacji zbioru trzyelementowego, czyli 3! = 6.

Jest tak w kazdym z ponizszych przypadkow:

{w1, wa, w3} = {1, 4, 6}

{wy, wy, w3} ={2, 3, 6}

{wy, wy, w3} ={2, 4, 5}

(zatem w przypadku trzech réznych wynikow dla sumy réwnej 11 mamy

3-3! =3:6 = 18 wynikow),
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{w17 w2, w3} = {17 57 6}

{wl, Wy, ’wg} = {2, 4, 6}

{wl, Wy, ’11)3} = {3, 4, 5}

(zatem w przypadku trzech réznych wynikow dla sumy rownej 12 mamy rowniez
3-3! =3-6 = 18 wynikow),

(2) jesli wérdd liczb oczek wyrzuconych na kostkach dokladnie dwie sie powtarzajg, to

3
kolory kostek dla nich wybierzemy na ( 2) = J sposoby, a trzeciemu przyporzadkujemy

kostke rézng od tych dwoch.

Oznacza to, ze 3 mozliwe wyniki s w kazdym z ponizszych przypadkow:
{wla w2, w3} = {17 5, 5}

{'wla way, w3} = {37 3, 5}

{'wla way, w3} = {37 4, 4}

(zatem dla sumy rownej 11 mamy tym razem 3 - 3 = 9 wynikow),

{wla wa, w3} = {27 5, 5}

{w1, wa, w3} = {3, 3, 6}

(zatem dla sumy rownej 12 mamy tym razem 3 - 2 = 6 wynikow),

(3) jesli wszystkie wyrzucone liczby oczek s3 takie same, to sprzyja mu jeden mozliwy
wynik rzutu trzema kostkami; tak jest w przypadku, gdy {wy, ws, w3} = {4, 4, 4} -
wtedy suma oczek jest rowna 12).

Wynika stad, ze:
a)jest 3 - 3! 4+ 3 - 3 = 27 mozliwych wynikéw, w ktérych suma oczek jest réwna 11,
b)jest 3 - 3! + 2 -3 + 1 = 25 mozliwych wynikéw, w ktérych suma oczek jest rowna 12.

Uwaga:

W praktyce szkolnej przy rozpatrywaniu zdarzenia zwigzanego z rzutem kilkoma kostkami
do gry zazwyczaj podaje si¢ informacje, ze kostki sg rozroznialne np. kolorem. Kawaler de
Méré obstawiat wyniki rzutéw trzema nierozroznialnymi kostkami. Byt wiec przekonany, ze
skoro obie interesujgce go sumy oczek da si¢ przedstawic¢ na 6 sposobow, to i szanse na
uzyskanie tych sum sg rowne. A jednak okazalo si¢, ze wazne sg nie tylko rozktady sum
oczek, ale i kostki, do ktorych sg one przypisane.

Przyktad 2

Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow siedmiokrotnego rzutu szeScienng
kostka do gry, w ktorych doktadnie dwa razy wypadto jedno oczko i doktadnie trzy razy
wypadto szes¢ oczek.

Rozwigzanie:




Wynik siedmiokrotnego rzutu kostkg zapiszemy jako siedmioelementowy cigg
(wy, we, w3, Wy, ws, Wg, wy) wynikow kolejnych rzutdéw, gdzie w; € {1, 2, 3, 4, 5, 6}
dlaz =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Zliczanie wszystkich mozliwych wynikoéw przeprowadzimy w trzech kolejnych etapach:

(1) sposéréd wszystkich rzutow wybor dwoch takich, w ktorych wypadto po jednym
oczku;

poniewaz wybieramy dwa elementy z siedmioelementowego zbioru

(wy, wy, w3, wy, ws, wg, wy), wiec w tym przypadku mozliwosci jest tyle, ile jest

7
dwuelementowych kombinacji zbioru siedmioelementowego, czyli ( 2) = % = 21,

(2) sposrod pieciu pozostatych rzutéw wyboér trzech takich, w ktorych wypadto po szesé
oczek;

poniewaz w tym przypadku wybieramy trzy elementy ze zbioru piecioelementowego,
wiec mozliwosci jest tyle, ile jest trzyelementowych kombinacji zbioru

5
piecioelementowego, czyli (3) = 52;4 = 10,

(3) przydzielenie dwom pozostalym rzutom wynikéw wybranych za kazdym razem
sposrod czterech dostepnych: {2, 3, 4, 5}, co mozna zrobi¢ na 4> = 16 sposobow.

Korzystajgc z reguty mnozenia stwierdzamy ostatecznie, ze wszystkich mozliwych
wynikow siedmiokrotnego rzutu szescienng kostkg do gry, w ktorych doktadnie dwa razy
wypadto jedno oczko i dokladnie trzy razy wypadlo szes¢ oczek jest

21-10-16 = 3360.

Przyktad 3

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikoéw dziesieciokrotnego rzutu szeScienng kostka do
gry, w ktorych doktadnie trzy razy wypadto jedno oczko i doktadnie cztery razy wypadta
parzysta liczba oczek.

Rozwigzanie:

Wynik dziesigeciokrotnego rzutu kostkg zapiszemy jako dziesiecioelementowy ciag
(wy, wy, w3, wy, ws, wg, Wy, Wg, Wy, Wig) wynikow kolejnych rzutow, gdzie
w; €41, 2,3,4,5,6}dlai=1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10.

Zliczanie wszystkich mozliwych wynikow przeprowadzimy w trzech kolejnych etapach:

(1) sposrod wszystkich rzutow wybor trzech takich, w ktorych wypadto po jednym
oczku;
poniewaz wybieramy trzy elementy z dziesiecioelementowego zbioru
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(wy, we, w3, Wy, ws, Wg, Wy, Ws, Wy, Wig), Wwiec w tym przypadku mozliwosci jest tyle,
ile jest trzyelementowych kombinaciji zbioru dziesiecioelementowego, czyli

10 10-9-8
()

(2) sposrod siedmiu pozostatych rzutéw wybor czterech takich, w ktorych wypadta
parzysta liczba oczek i uwzglednienie wszystkich mozliwych wynikow w kazdym z tych

czterech rzutéw;

poniewaz w tym przypadku wybieramy cztery elementy ze zbioru
siedmioelementowego, a ponadto w kazdym z tych rzutow mamy do wyboru jeden
z trzech wynikow sposrod {2, 4, 6}, wiec wszystkich mozliwosci jest tym razem

7
(4)-34:%-81:2835,

(3) przydzielenie trzem pozostaltym rzutom wynikéw wybranych za kazdym razem
sposrod dwoch dostepnych: {3, 5}, co mozna zrobi¢ na 22 = 8 sposobow.

Korzystajgc z reguty mnozenia stwierdzamy ostatecznie, ze wszystkich mozliwych
wynikow dziesigciokrotnego rzutu szeScienng kostka do gry, w ktorych doktadnie trzy
razy wypadlo jedno oczko i doktadnie cztery razy wypadla parzysta liczba oczek jest
120 - 2835 - 8 = 2721600.

Przyktad 4

Rozpatrujemy wyniki rzutu siedmioma kostkami do gry, z ktorych kazda ma inny kolor.
Obliczymy, ile jest wsrod nich wszystkich takich wynikow, ktore spetniajg rownoczesnie
trzy warunki:

» dokladnie na trzech kostkach otrzymano po 3 oczka,
o dokladnie na dwoch kostkach otrzymano po 4 oczka,
» suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest podzielna przez 3.
Rozwigzanie:
Zliczanie wszystkich mozliwych wynikow przeprowadzimy w trzech kolejnych etapach:

(1) wybdr trzech kostek, na kazdej z ktorych wypadng 3 oczka;

7
takie trzy kostki wybieramy sposrod wszystkich siedmiu na ( 3> = % = 35 sposobow,

(2) wybor dwoch kostek, na kazdej z ktérych wypadna 4 oczka;

4
> — % = 6 sposobow,

takie dwie kostki wybieramy sposrod pozostatych czterech na ( 5
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(3) rozpatrzenie wszystkich mozliwych wynikow na dwdch pozostatych kostkach tak,
aby suma wszystkich otrzymanych liczb oczek byla podzielna przez 3;

poniewaz suma liczb oczek uzyskanych na pieciu kostkach w poprzednio omowionych
etapach jest rowna

3-3+4-2=17=3-5+2,

wiec suma liczb uzyskanych na ostatnich dwoch kostkach musi przy dzieleniu przez 3
dawac reszte 1; przy tym na zadnej z tych kostek nie mozemy juz uzyskac ani liczby
oczek rownej 3, ani liczby oczek rownej 4.

Warunki te spetniajg nastepujace wyniki: 611,1i6,5i2,2i5o0raz5i 5.

Wobec tego wszystkich wynikéw rzutu siedmioma kostkami do gry, ktére spetniajg
warunki zadania jest 35 - 6 - 5 = 1050.

Stownik

permutacja zbioru n-elementowego

kazdy n-elementowy cigg utworzony ze wszystkich elementéw zbioru n-elementowego
k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia polegajacego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobow, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k, sposobow, jest rowna

ky koo ...k,



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej galerig zdjec interaktywnych.
Przeanalizuj zaprezentowane w niej rozwigzanie zadania, w ktérym nalezy ustali¢, ile jest
wszystkich wynikéw rzutu dziewiecioma odroéznialnymi kostkami do gry, spetniajgcych

jednoczes$nie trzy pewne warunki.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadu oméwionego powyzej rozwigz samodzielnie nastepujace zadanie.

Rozpatrujemy rzut dziesiecioma szeSciennymi kostkami do gry, z ktorych kazde dwie majg inny
kolor. Oblicz, ile jest wszystkich wynikdw tego rzutu, ktére spetniajg rownoczesdnie trzy
warunki:

o doktadnie na trzech kostkach otrzymano po 2 oczka,

o doktadnie na trzech kostkach otrzymano po 1 oczku,

e suma kwadratéw wszystkich otrzymanych liczb oczek jest podzielna przez 5.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Rozwazamy 5-krotny rzut szescienng kostka do gry. Oblicz, ile jest wszystkich mozliwych
wynikow tego doswiadczenia spetniajacych réownoczes$nie dwa ponizsze warunki:

e doktadnie w 2 rzutach otrzymano po dwa oczka,

e doktadnie w 1 rzucie wypadto jedno oczko.

Wskaz prawidtowa odpowiedz.

() 480

() 1080

O 30

O 60



Cwiczenie 2 @)

Rozpatrujemy rzut trzema sze$ciennymi kostkami do gry, z ktérych kazde dwie majg inny kolor.
Oznaczamy:

A - zbior wszystkich wynikéw tego rzutu, w ktérych suma liczb wyrzuconych oczek jest
rowna 9,

B - zbior wszystkich wynikow tego rzutu, w ktérych suma liczb wyrzuconych oczek jest
rowna 10,

C' - zbiér wszystkich wynikéw tego rzutu, w ktérych suma liczb wyrzuconych oczek jest
rowna 13,

D - zbior wszystkich wynikow tego rzutu, w ktérych suma liczb wyrzuconych oczek jest
rowna 14.

Dobierz w pary podane nizej liczby.

|B| 25
| D 27
le] 21
|A] 15

Cwiczenie 3

Oblicz, ile jest wszystkich wynikéw o$miokrotnego rzutu kostka szeScienng, w ktoérych iloczyn
liczb wyrzuconych oczek jest rowny 20.

Zakoduj ponizej kolejno cyfry: setek, dziesiatek i jednosci zapisu dziesietnego otrzymanego
wyniku.

och. H H




Cwiczenie 4

Rozpatrujemy rzut czterema szeSciennymi kostkami do gry, z ktérych kazde dwie majg inny
kolor.

Oznaczamy:

A - zbiér wszystkich wynikéw tego rzutu, w ktorych na doktadnie trzech kostkach wypadta
parzysta liczba oczek,

B - zbiér wszystkich wynikéw tego rzutu, w ktérych na doktadnie dwéch kostkach wypadta
liczba oczek podzielna przez 3,

C' - zbidér wszystkich wynikéw tego rzutu, w ktérych na co najmniej jednej kostce wypadta
liczba oczek podzielna przez 5,

D - zbior wszystkich wynikow tego rzutu, w ktérych na doktadnie jednej kostce wypadta
parzysta liczba oczek i na doktadnie jednej kostce wypadta liczba oczek podzielna przez 5.
Znajdz pary réwnych liczb.

| D 144
C] 384
| B 324
|A] 671

Cwiczenie 5

Oblicz, ile jest wszystkich wynikéw siedmiokrotnego rzutu kostka szescienna do gry,
w ktoérych suma liczb wyrzuconych oczek jest rowna 12.

Odp.




Cwiczenie 6

Rozwazmy rzut dziewiecioma szeSciennymi kostkami do gry, z ktérych kazda ma inny kolor.
Oznaczmy przez k liczbe wszystkich mozliwych wynikéw tego rzutu, ktére spetniaja
rownoczesnie trzy warunki:

e doktadnie na trzech kostkach otrzymano po trzy oczka,

e doktadnie na czterech kostkach otrzymano po cztery oczka,
e suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest nieparzysta.
Woynika stad, ze:

) k< 5000

() k> 10000

() k< 11000

(] k> 12000



Cwiczenie 7 @

Rozwazmy rzut jedenastoma szeSciennymi kostkami do gry, z ktérych kazde dwie majg inny
kolor.

Przez x oznaczamy liczbe wszystkich mozliwych wynikéw tego rzutu, ktére spetniaja
rownoczes$nie trzy warunki:

¢ na doktadnie trzech kostkach otrzymano po trzy oczka,

¢ na doktadnie pieciu kostkach otrzymano po pie¢ oczek,

e suma kwadratoéw liczb oczek otrzymanych na wszystkich kostkach jest podzielna przez 3.
Woéwczas liczba

[BIBLE]

jest rowna:

o O O O



Cwiczenie 8 @

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Rozwazmy rzut o$mioma sze$ciennymi kostkami do
gry, z ktérych kazde dwie maja inny kolor.

Oznaczmy przez n liczbe wszystkich mozliwych wynikéw, w ktérych najwieksza wyrzuconag
liczba oczek jest 6 i najmniejszg wyrzucong liczbg oczek jest 2.

Wodwczas:

n<5 —38
n <5 —48
n<5 —2.48

n<5b—-2.38

O o o o



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zliczanie obiektow z podzialem na etapy (rzuty kostka)

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wlasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje zadania, w ktorych wyniki rzutu kostkami do gry spetniaja jednoczesnie
kilka warunkow,

e buduje model matematyczny w zadaniach dotyczgcych rzutu symetrycznymi kostkami
do gry,

 oblicza liczbe wynikow w doswiadczeniach polegajacych na rzucie kostkami do gry,

e rozwiazuje zadania znane jako problem Kawalera de Méré.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

telefony z dostepem do internetu.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Zliczanie obiektow z podziatem na etapy
(rzuty kostka)”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescia w sekcji ,,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Galeria zdje¢
interaktywnych”. Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne
watpliwosci.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 4-8
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg zadania na forum.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Reguta mnozenia, reguta dodawania
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczace analizy problemu w temacie ,Zliczanie obiektow z podziatem na
etapy (rzuty kostkg)”.
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