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Zrédto: Denise Jans, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Podstawg podziatu catej skali muzycznej jest
oktawa. Dzwieki odlegte o jedng oktawe dajg
wrazenie dobrego wspotbrzmienia.
Podstawowym dzwiekiem kazdej oktawy jest
dzwiek C. Kazde C jest oddalone od
poprzedniego o interwatl oktawy, tzn.
czestotliwosci kolejnych dzwiekow C'sa 2
razy wieksze - kazda od poprzedniej, czyli sa
elementami ciggu geometrycznego o ilorazie
2, przy czym najnizszemu C odpowiada

w przyblizeniu dzwigk o czestotliwosci

16 Hz.

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

domena publiczna.
Stad prosty wniosek — matematyka jest

przydatna nie tylko po to, aby Swietnie zda¢ egzamin maturalny, ale rowniez ma
zastosowanie w dziedzinach wiedzy, pozornie nie majacych nic wspolnego nawet
z przedmiotami Scistymi.

W tym materiale pokazemy wtasnie kilka przyktadow zastosowania ciggu geometrycznego
w roznych sytuacjach, rowniez z kontekstem realistycznym.



Twoje cele

o Powtorzysz i rozwiniesz umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow
geometrycznych.

» Zastosujesz w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem geometrycznym.

e Zbudujesz model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym,
uwzgledniajgc konieczne zatozenia i zastrzezenia.

» Wykonasz obliczenia zwigzane z procentem sktadanym.



Przeczytaj

Na poczatek kilka zastosowan wzorow zwigzanych z ciggiem geometrycznym w zadaniach
o liczbach.

Dla porzadku - przypomnienie definicji ciggu geometrycznego.
Definicja: Ciag geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu

poprzedniego przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu.

Juz przed wiekami uczeni borykali si¢ z problemami polegajacymi na znajdowaniu liczb
naturalnych spetniajacych okreslone warunki. W wielu wypadkach prowadzito to do
rozwiazywania rownan z wieloma niewiadomymi. Zatem poszukujac takich liczb, warto bylo
podac jak najwiecej zalezno$ci miedzy tymi liczbami, aby doprowadzi¢ do uzyskania uktadu
rownan zawierajacego tyle rownan, ile jest niewiadomych.

Przyktad 1

Chcemy znalez¢ trzy rozne liczby naturalne, ktoérych suma jest rowna 26, a suma ich
kwadratow jest rowna 364. lloraz drugiejliczby przez pierwsza jest rowny ilorazowi
trzeciejliczby przez drugy.

Oznaczmy:
x, y, z — poszukiwane liczby.

Wiemy, ze iloraz drugiejliczby przez pierwsza jest rowny ilorazowi trzeciejliczby przez
druga.

Korzystamy z ponizszej wiasnosci ciggu geometrycznego.

Wiasnos$cé: Wtasnosc ciggu geometrycznego

Jesli w ciggu (a,) co najmniej trzywyrazowym, o wyrazach réznych od 0, dla dowolnej
liczbyn € Nin > 1,iloraz 2 jest staly, to cigg jest geometryczny.

an

Whnioskujemy, ze liczby x, y, z tworzg cigg geometryczny o pewnym ilorazie ¢ # 1 (bo
liczby sa rozne).

Zatem:
x — pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (z tresci zadnia wynika, ze x # 0),



javascript:void(0);

y = xq - drugi wyraz ciaggu geometrycznego (z tre$ci zadania wynika, ze y # 0),
z = xq® - trzeci wyraz ciaggu geometrycznego.

Zapisujemy ukiad rownan wynikajacy z tresci zadania.

z +xq+ xq® = 26
z? + x2q% + 2%q* = 364

Wylaczamy z przed nawias po lewej stronie pierwszego réwnania, a 2 po lewej stronie
drugiego rownania.

z(1+q+q*) =26
22(1+4 ¢ + ¢*) = 364

Dzielimy stronami drugie rownanie przez pierwsze (lewa strona pierwszego réwnania
przyjmuje wartosci rézne od zera) i tworzymy uktad réwnan z pierwszym roéwnaniem.

z(1+q+q%) =26
:c(l—q—|—q2) =14

Wyrazenie 1 + ¢ + ¢° przybiera wartoéci rozne od zera dla kazdejliczby ¢. Dzielimy wiec
obie strony pierwszego rownania uktadu przez to wyrazenie i wyznaczone T wstawiamy
do drugiego roéwnia, ktore przeksztatlcamy do postaci ogolne;j.

26¢% — 26q + 26 = 14 + 14q + 144>

12¢> —40g+12 =10 : 4

3¢ —10¢+3 =10

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.

A=100—36=64=+vVA=28

_10=8 _ 1
q = 6 — 3
1048

Dla g, = 3 otrzymujemy:

1= l+114_L :18,3/1:%'18:6,21:%-6:2
9 3

Dla g = 3 otrzymujemy:

x2 = 9+114—_3 =2,Y=3-2=06,2p=3-6=18

OdpowiedZ:



Szukane liczby to 2, 6, 18 (kolejnos¢, w jakiej wypisujemy liczby nie ma dla nas znaczenia).

Podamy teraz przyklady zadan geometrycznych, zwigzanych z wyznaczaniem ilorazu ciaggu
geometrycznego.

Przyktad 2

Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wychodzgcych z jednego wierzchotka tworzg cigg
geometryczny. Objetos¢ prostopadloscianu jest réowna 1000 cm?, a pole powierzchni
700 cm?. Obliczymy dlugoéci tych krawedzi.

Oznaczmy:
q - iloraz ciggu geometrycznego utworzonego przez dlugosci krawedzi (¢ > 0),
a, aq, aq® - dlugoéci krawedzi prostopadtoscianu (a > 0).

Objetoé¢ prostopadioécianu jest réowna 1000 cm?, zatem
a-aq-agq® = 1000
a® - ¢* = 1000
aq =10
Pole powierzchni prostopadtoscianu jest réwne 700 cm?, wiec
2. (a2q +a? g%+ a2q3) =700
Dzielimy obie strony rOwnania przez 2.
a’q+a? - ¢* + a®q® = 350
Do ostatniego z rownan za aq wstawiamy wyznaczong wczesniejliczbe 10.
10a + 100 + 100g = 350
a+ 10q = 25
Otrzymujemy uktad rownan
{aq =10
a+ 10q = 25
ktorego rozwigzanie prowadzi do uzyskania rownania
2¢2 —5¢+2=0

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby

qlzéaQ2:2



Pozostaje teraz wyznaczy¢ dtugosci krawedzi prostopadtoscianu:
Q= % = a=20,aq = 1O,aq2 =5
@2 =2=a=05aq=10,a¢> =20

W obu przypadkach otrzymaliSmy te same liczby okres$lajace dtugosci krawedzi
prostopadio$cianu.

Istnieje wiec jeden prostopadlos$cian o zgdanych wilasnosciach.
OdpowiedZ:
Dhlugosci krawedzi prostopadtoscianu sg rowne 5 cm, 10 cm, 20 cm.

Przyktad 3

W trapezie prostokatnym wysoko$¢ ma dtugosc 1. Dtugosci kolejnych bokow trapezu
(boku prostopadtego do podstaw, podstawy gornej, ramienia, podstawy dolnej - w tej
kolejnosci) tworzg cigg geometryczny rosngcy. Obliczymy dtugos¢ krotszej podstawy
trapezu.

I @
)
w2

Niech trapez ABC'D bedzie rozwazanym trapezem, C'E niech bedzie wysokoscig tego
trapezu.

Oznaczmy:
1, q, q% ¢* - dtugosci kolejnych bokéw trapezu (g>1).

Aby wyznaczy¢ g, do trojkata prostokatnego BC'E stosujemy twierdzenie Pitagorasa.
2 2

P+’ -d = ()

1+q6_2q4+q2:q4

¢°=3q"+¢*+1=0



Mamy do rozwigzania rownanie stopnia szostego. Zauwazmy, ze liczby 1 i (—1) spetniaja
to rownanie (s to dzielniki wyrazu wolnego 1). Pomoze nam to w rozkladzie lewej strony
rownania na czynniki.

¢ —q'—2¢" +¢*+2-1=0
¢'(-1)—-2-(¢" - 1)+ (¢" - 1) =0

(q2 — 1)(q4—2q2 — 1) =0

Rownanie jest rownowazne alternatywie.

> —1=01lubg*—2¢>°—-1=0

Z pierwszego rownania otrzymujemy:

q1 = 1 - nie spetnia warunkoéw zadania,bogqg > 1

g2 = —1 - nie speinia warunkow zadania, bogq > 1

Pozostaje do rozwigzania rownanie dwukwadratowe ¢ -2 —-1=0.
Stosujemy podstawienie ¢ = t, gdzie t > 0.

t?—2t—1=0

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
A=4+4=8=VA=2V2

t1 = # =1- \/5

ty =142

Poniewazt; = 1 — v/2 < 0, wiec odrzucamy to rozwigzanie.
Dla

th=1++2 mamy

P?=1+2

Zatem

q3 = \/1 +v2>1- spelnia warunki zadania

qs = —\/1 + 1/2 < 0 - nie spelnia warunkéw zadania



Odpowiedz:

Krotsza podstawa trapezu ma diugosé v/ 1 + v/2.
Ciagi geometryczne spotkamy tez w zadaniach z kontekstem realistycznym.
Przyktad 4

W konkursie matematycznym rozdzielono pewng ilo$¢ nagrod - w sumie za 20460 zt.
Pierwsza nagroda byta w wysokos$ci 156360 zl, a kazda nastepna stanowita staty utamek
kwoty poprzedniej. Ostatnia nagroda wynosila 60 zt. Obliczymy ile nagréd przyznano.

Wysokosci nagrod tworzg cigg geometryczny, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny 15360
, ostatni 60, a suma wszystkich wyrazow ciggu jest rowna 20460.

Oznaczmy:
n - liczba nagrod, ktore przyznano.

Wstawiajgc do wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego odpowiednie liczby,
otrzymujemy

15360¢™ 1 = 60 | : 60

256q" 1 =
-1 _ 1

" = 55

q" = 554

Teraz skorzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego,
ktory przypominamy ponizej.

Twierdzenie: Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie g wyraza sie
wzorem:

e S, =n-ay,gdyg=1

° Sn: al-%,gdyq#l

W rozwazanym przypadku:
15360 - <=L = 20460

Do wzoru wstawiamy wyznaczone q" i przeksztalcamy otrzymane wyrazenie tak, aby
wyznaczy¢ iloraz ciggu.
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15360 - 25;‘1 —20460‘ 20

768 - (23551 ) = 1023+ (1 q)
768 — 3¢ = 1023 — 1023¢
q=7

Teraz juz mozemy wyznaczy¢ liczbe nagrod.

q" 256 q

Odpowiedz:

W konkursie przyznano 5 nagrod.

Jedno z najbardziej znanych zastosowan ciggu geometrycznego wiaze si¢ ze wzrostem (lub
spadkiem) pewnych wielkosci o statym tempie procentowym. Przyktady takiego wzrostu
mozna zaobserwowac w operacjach bankowych lub obliczeniach demograficznych.

Przypomnijmy: zwigkszajac jakas wielkos¢ o p %, nalezy ja pomnozy¢ przez 1 + 455
Przyktad 5

W 2020 roku liczba ludnosci pewnego miasteczka wynosita 3000 mieszkancow.
Prognozowany roczny przyrost naturalny na najblizsze lata to 50 promili. Obliczymy, ilu
mieszkancow byloby w tym miasteczku w 2030 roku, gdyby tempo przyrostu utrzymato
sie przez caly ten okres.

Rocznie liczba ludnos$ci wzrastataby
(14 1585) = 1,050 razy.

Zatem po dziesieciu latach wynositaby
3000 - (1,050)" ~ 4887

Odpowiedz:

Po dziesig¢ciu latach ludno$¢ miasteczka zwigkszytaby sie o okoto 1887 osob i liczyta
okoto 4887 mieszkancow.

Przyktad 6




W pewnym miasteczku jest 2000 mieszkancow. Wedtug burmistrza za piec lat liczba
mieszkancow podwoi si¢. Znajdziemy prognozowany przez burmistrza roczny przyrost
procentowy ludnosci, przy zatozeniu ze bedzie w tym okresie staly.

Oznaczmy przez p roczny przyrost ludnosci wyrazony w procentach.

Liczba ludnosci co roku wzrasta 1 + % razy, wiec po pieciu latach bedzie rowna
2000 - (1 + & )°

Wiemy tez, ze ta liczba wedtug burmistrza ma by¢ réwna 2 - 2000 = 4000.
Zapisujemy rownanie, z ktorego wyznaczamy p.

2000 (1 + 5" = 4000 | : 2000

(1+ )" =2
1+ & =2

<o ~ 1,1487 — 1 = 0, 1487
p~14,87%

Odpowiedz:

Aby ludnos¢ miasteczka podwoita si¢, roczny przyrost naturalny musiatby wynosi¢ okoto
14,87 %.

Zaktadajac lokate dlugoterminowg (lub zaciggajac pozyczke) czesto mamy do czynienia
z tzw. procentem skladanym. Jest to system oprocentowania wktadu pienieznego
polegajacy na tym, ze przy danejjednostce czasu odsetki oblicza si¢ od aktualnie
zgromadzonej kwoty (powiekszonej od wczesniej dopisane odsetki).

Po n okresach oszczedzania kapitat K wptacony do banku przy danym oprocentowaniu p%
w kazdym z okresow, gdy odsetki beda kapitalizowane po kazdym z n okresow, wzros$nie do
kwoty

n

Kn=K-(1+ %)

Kwoty, ktore gromadza si¢ na koncie po kolejnych jednostkach czasu tworza cigg
geometryczny, ktorego pierwszym wyrazem jest K - (1 + WP())’ a ilorazem (1 + 1%0)'

Przyktad 7

Pan Wtodek zaciggnat w banku pozyczke w wysokosci 5000 zt na okres dwoch lat,
oprocentowang w skali roku 20% z kapitalizacjg roczng. Obliczymy, jaki bedzie dlug pana




Wtodka na koniec dwuletniego okresu.
Podstawiamy odpowiednie dane do wzoru na procent sktadany.
Ky =5000- (14 22.)°

K, =5000-1,44 = 7200

Odpowiedz:

Dlug pana Wlodka bedzie wynosit 7200 zt.

Stownik
ciag geometryczny

ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Rozwiaz najpierw samodzielnie podany przyktad, a nastepnie

poréwnaj z prezentowanym rozwigzaniem.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DPLZRIHPs

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciagow geometrycznych.

Polecenie 2

Zapisz liczbe 45 w postaci sumy czterech liczb naturalnych, bedacych kolejnymi wyrazami

ciggu geometrycznego. | takich, ze suma drugiej i trzeciej z tych liczb jest réowna 18.


https://zpe.gov.pl/a/DPLZRIHPs

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Kopano studnie gtebokosci 20 m. Za pierwszy metr gtebokosci zaptacono 40 zi, a za kazdy

nastepny metr w gtab ptacono % razy tyle co za poprzedni. lle zaptacono za wykopanie
studni?
Zaznacz wszystkie stwierdzenia nieprawdziwe.

(] Wiecej niz 3000 zt.
(] Wiecej niz 5000 zt.
(] Wiecej niz 10000 zt.

(] Wiecej niz 1000 zt.

Cwiczenie 2 @)

Pani Adela juz od roku nie ptaci czynszu za mieszkanie. Czynsz miesieczny wynosi 400 z1,
a odsetki karne w wysokosci 2% (w skali miesiecznej) doliczane sg co miesiac i co miesigc
dopisywane do dtugu. Jakiej wysokos¢ ma juz dtug pani Adela?

O 400- (1+ 25)"
O 400 (1+ w25) "
O 400 + (1+ 1525) "

O 400+ (14 =)™




Cwiczenie 3

Aneta dowiedziata sie, ze w konkursie radiowym wygrata samochdéd. Natychmiast w ciggu
godziny przekazata te informacje e-mailowo trzem kolezankom. Kazda z tych kolezanek

w podobny sposéb w ciggu kolejnej godziny powiadomita trzy inne osoby, ktére jeszcze tej
informacji nie znaty. Kazda z powiadomionych oséb znowu w ciggu nastepnej godziny
przekazata informacje trzem innym osobom, itd.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Ponad 7 tysiecy e-maili wystano z tg informacje w ciagu 15 godzin.

0 Po 10 godzinach liczba oséb, ktére dowiedziaty sie, ze Aneta wygrata samochéd
przekroczy 500 tysiecy.

(] Po uptywie doby wszyscy mieszkancy Polski mogliby zna¢ te informacje.

Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz. W czworokat ABC D wpisano okrag. Dtugosci bokéw AB,
BC, CD, AD tego trapezu, w tej kolejnosci, tworza ciag geometryczny. Wynika z tego, ze ten
czworokat jest dowolnym

() réwnolegtobokiem.
() rombem.
() prostokatem.

() trapezem.



Cwiczenie 5

Dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego sa trzema kolejnymi wyrazami rosngcego ciggu
geometrycznego. Uzupetnij obliczenia ilorazu tego ciggu, przeciggajgc odpowiednie wyrazenia.

Oznaczmy:
a, aq, ag® - dtugosci bokéw tréjkata, gdziea > 0, ¢ > 1.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa dla tego trojkata, mozemy zapisac:

2 : 2 : 2
a+( r=¢ )
Po podzieleniu obu stron réwnania przez a’? otrzymujemy:
q* — ¢? =0
Podstawiamy:i dlat > 0.

2 —1=0

A=1+4=5

=TT < 0 - nie spetnia zaktadanych warunkow
b= >0

Q= —\/ L5 < — nie spetnia warunkéw zadania

qQ = >0

Odpowiedz:
1+v5

lloraz ciggu jest rowny 3

145
2




Cwiczenie 6

Kazdy pierwiastek radioaktywny rozpada sie z wtasciwg sobie predkoscia. Czas, w ktérym
rozpada sie potowa atomoéw, nazywa sie okresem potowicznego rozpadu tego pierwiastka.
Atomy pewnego pierwiastka majg okres potowicznego rozpadu wynoszacy 20 minut. Préobka
tego pierwiastka ma mase 400 g. Uzupetnij tabelke, ktéra przedstawia ilos¢ tej probki po
uptywie kolejnych okreséw dwudziestominutowych.

Wohisz odpowiednie liczby naturalne.

Czas (w min) llos¢ proébki (w g)
0 400
0 \ r
60 | |
| 6,25
Cwiczenie 7 @

Cyfry setek, dziesiatek i jednosci pewnej liczby trzycyfrowej dodatniej, w tej kolejnosci, tworza
ciag geometryczny. Suma cyfr jednosci i setek stanowi 3% cyfry dziesigtek. Jesli od szukanej
liczby odejmiemy liczbe o przestawionych cyfrach jednosci i setek, to otrzymamy 792. Znajdz
te liczbe.

Cwiczenie 8 @

Objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna 64. Dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu,
wychodzace z jednego wierzchotka, tworza cigg geometryczny, ktérego suma jest réwna 21.
Oblicz dtugosci tych krawedzi.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie ciaggow geometrycznych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e powtarza i rozwija umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow geometrycznych

 stosuje w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem geometrycznym

e buduje model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym, uwzgledniajac
konieczne zalozenia i zastrzezenia

» wykonuje obliczenia zwigzane z procentem skladanym

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e burzaw szklance wody
e pytajnik

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metoda ,pytajnika” powtarzajag wiadomosci na temat ciggu geometrycznego
- uczniowie kolejno zadajg pytania wybranym kolezankom badz kolegom tak, aby
uzyskac jak najwi¢cejwiadomosci na temat ciggu.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w matych grupach metoda ,burza w szklance wody” - zaczatkiem
burzy jest pytanie nauczyciela - w jakich sytuacjach, zwigzanych z réznymi
dziedzinami wiedzy i kontekstem realistycznym, mozna wykorzysta¢ wiadomosci na
temat ciggow geometrycznych.

2. Uczniowie najpierw korzystajac z juz zdobytej wiedzy probuja odpowiedzie¢ na to
pytanie. Nastepnie analizuja przykiady podane w sekciji ,Przeczytaj” i animacii.

3. Grupy dzielg si¢ wnioskami i wspolnie tworzg liste zastosowan ciggu geometrycznego.

4. Nastepnie uczniowie w parach rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 3.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 4 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



Ciag arytmetyczny i geometryczny zastosowanie
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ omawiajac zagadnienia zwigzane z rozwigzywaniem réwnan
kwadratowych.


https://epodreczniki.pl/a/ciag-arytmetyczny-i-geometryczny-zastosowanie/D12dXI5bO

