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Zrédto: Richard Cohen, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji wykorzystamy poznane do tej pory wzory i wiasnosci do wyprowadzenia
rownania prostej, ktora zawiera srodkow3q trojkata. Zastosujemy tez to rownanie, do
rozwigzywania zadan z geometrii analityczne;j.

Twoje cele

e Wyznaczysz rownania prostych zawierajacych srodkowe trojkata.
» Zastosujesz rownanie prostej zawierajgcej sSrodkowa trojkata



Przeczytaj

Rozwazmy trojkat o wierzchotkach A = (z4;y4), B = (zB;yB),C = (z¢; yo) i prosta
zawierajgca srodkowa poprowadzong z wierzcholtka A przez srodek boku BC.
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Wiemy juz, ze srodek odcinka ma wspotrzedne rowne Srednim arytmetycznym

wspolrzednych jego konicow, zatem srodek M odcinka BC ma wspotrzedne

( “’B;xc ; yB;yC ) Teraz mozemy zastosowa¢ wzor na rownanie prostej przechodzacejprzez

Tpt+c yB+yc )
2 9

prostej rowny jest ilorazowi roznicy drugich wsp(')lrzgdnych przez roznice pierwszych

dwa punkty - punkty A = (z4;y4) i M = (

Wspotczynnik kierunkowy tej

yB+ C
wspotrzednych, czyh mBW = ;gj:zf;%cc (o ile punkty A i M nie lezg na prostej

rownolegtejdo osi Y). Zatem rownanie szukanej prostej ma postac

—_ 2Ya—YB—Yo
) Ya = 2xp4—xTp—xC (CC

zalozenia, ze punkty A i M nie lezg na prostej, ktora jest rownolegta do osi Y
(224 —zp —20)(y — ya) = (2y4 — yB — yo)(z — z4).

x 4). Mozna je tez przeksztatci¢ do postaci, ktora nie wymaga

Analogiczne wzory mozna podac¢ dla prostych przechodzacych przez wierzchotek B
i srodek boku AC: 2z — 4 — z¢)(y — yB) = (2yB — ya — yc)(z — xp) wierzchotek C
i sSrodek boku AB: (2z¢c — x4 — )y — yc) = (2ye — ya — yp)(x — z¢).

Przyktad 1

Wyznaczymy réwnania prostych zawierajgcych srodkowe trojkata o wierzchotkach
A=(-5;2),B=(2;6),C = (5;—-1).
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Réwnanie prostej zawierajacej sSrodkowa przechodzacg przez punkt A:

(2(=5) =2-5)(y—2)=(2-2-6 - (-1))(z - (-9))
—17(y—2) = —1(z +5)
—17y+34=—x—5
—17Ty = —z — 39
1 39
y=mrtar
Rownanie prostej zawierajacej sSrodkowg przechodzacg przez punkt B:
(2:2-(=5)=5)(y—-6)=(2-6-2—(-1))(z - 2)
4(y—6) = 11(z — 2)
4y — 24 = 11z — 22
4y =11z + 2
y= g+ 3
Réwnanie prostejzawierajacej srodkowa przechodzacg przez punkt C:
(2:5-(=5)-2)(y—(-1)) = (2-(-1) =2 = 6)(z - 5)
13(y+1) = —10(z — 5)
13y + 13 = —10x + 50
y=—1g2+ 35

Mozemy wyznaczy¢ Srodek ciezkosci trojkgta ABC, rozwiazujgc uktad ztozony z dwoch
sposrod trzech wyznaczonych wczesniej rownan:

1 1
y=3T+ 3
_ 10, 31
y=-—13T+ 33
11 1 _ 10 37
TTT 5 =32+ I3

143z + 26 = —40x + 148

183z = 122
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Zatem $rodek ciezkosci trojkata o wierzchotkach A = (—5,2), B = (2;6), C = (5; —1)

ma wspolrzedne (%, %)
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srodkowa trojkata
odcinek Igczacy wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku
srodek ciezkosci tréjkata

punkt przeciecia srodkowych trojkata; inaczej: barycentrum tréjkata



Aplet

Polecenie 1

Przeanalizuj, jak zmienia sie réwnanie $rodkowej trojkata ABC' w zaleznosci od potozenia
wierzchotkéw. Rozwigz ponizsze zadanie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8utllO1Q
Polecenie 2

Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (3;5), B = (—1;—3), C = (—5;3). Uzupetnij
tabelke - przeciagnij i upusc.



https://zpe.gov.pl/a/D8ut1IO1Q

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (—4; 1), B = (1;6), C = (3; —4). Wskaz zdania
prawdziwe.

(] y= —bx — 11 jest réwnaniem prostej BC.
(] y= —%:c — % jest réwnaniem prostej AC.
(] Prosta przechodzaca przez punkt A i srodek boku BC ma réwnanie y = 1.

0 Prosta przechodzacej przez punkt C'i $rodek boku AB ma réwnanie y = —%x +1

(] y =z + 5 jest rbwnaniem prostej AB.

(] Prosta przechodzacej przez punkt B i $rodek boku AC ma réwnanie y = %x + %
Cwiczenie 2 ®

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi. Dany jest tréjkat o wierzchotkach
A= (-3;2), B=(1;4), C = (5;—1). Wowczas:

Réwnanie proste;j
Réwnanie prostej zawierajacej Srodkowa
zawierajacej bok AB to poprowadzong
z wierzchotka B to

Réwnanie proste;j
zawierajacej pewna
srodkowa trojkata ABC to

y=2+4 O =1 01 y=-da+h O
y=2rx+2 [ ] y=1 [] Z—%QB—F% (]
y=3z++ [ y=z (] y=—gz+1 [J



Cwiczenie 3 @

Punkt A = (—4; 2) jest wierzchotkiem trdjkata ABC, ktérego dwie srodkowe zawieraja sie
w prostych o réwnaniach £ = 0 oraz x + y — 2 = 0. Znajdz wspotrzedne pozostatych
wierzchotkow tego trojkata.

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwiazanie tego zadania.

Z przyjetych oznaczen oraz wzoréw na wspotrzedne srodka odcinka wynikaja

réwnania:%:2i%:2.2atemc:4ib:6. M

Korzystajac z faktu, ze punkt przeciecia Srodkowych dzieli je w stosunku 2 : 1 liczac

od wierzchotka, mozemy zauwazy¢, ze wspotrzedne srodka M odcinka BC' to (2; 2) N

. Niech B nalezy do prostej o rownaniu = 0, zas C nalezy do prostej o réwnaniu M

y=—x+ 2.

Wyznaczmy najpierw wspoétrzedne punktu S przeciecia srodkowych tréjkata ABC. %

Wowczas wspotrzedne punktu B mozemy oznaczyé przez (0; b), za$ wspotrzedne R

punktu C'sg réwne (c; 2 — ¢). v

Wspétrzedne szukanych punktéw to B = (0;6) i C = (4; —2). $

o . L Jy=—x+2 , o

W tym celu wystarczy rozwigzac¢ uktad rownan 0 z ktérego wynika, ze

xr = v

S =(0;2).

Cwiczenie 4

Punkt A = (4; 6) jest wierzchotkiem trojkata ABC, ktérego dwie srodkowe zawierajg sie
w prostych o réwnaniach y = 0 oraz y = —x + 4. ZnajdZ wspétrzedne pozostatych
wierzchotkow tego trojkata.



Cwiczenie 5

Napisz réwnanie prostej opuszczonej z wierzchotka A trojkata ABC, gdzie

A= (2;7), B=(1;1), C = (3;6) i prostopadtej do prostej zawierajaca srodkowa BD
tego trojkata.

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwiazanie zadania.

Poniewaz prosta, ktérej réwnania szukamy, jest prostopadta do prostej BD, wiec jej

wspotczynnik kierunkowy jest rowny —%. v
jejréwnanie:y—7:—f’—1(a:—2)@yz—%x—k?f—l. s
Korzystajac z faktu, ze szukana prosta przechodzi przez punkt A, mozemy R
wyznaczy¢ M
Réwnanie prostej zawierajacej srodkowa BD to: R

(2-2-3)(y—-1)=2-7-6)(z—1) cy=Lr -3

Cwiczenie 6

W trojkacie ABC dane sg wierzchotki A = (2; —3), B = (5, 1), réwnanie prostej
zawierajacej bok BC: x + 2y — 7 = 0 oraz réwnanie prostej zawierajacej srodkowa AM tego
trojkata 5 — y — 13 = 0. Znajdz rownanie prostej zawierajacej wysokos¢ tego tréjkata
poprowadzong z wierzchotka C.



Cwiczenie 7 @
Wierzchotek C tréjkata ostrokatnego A BC ma wspotrzedne (2; 7). Prosta k o réwnaniu
2z + y — 1 = 0 jest symetralng wysokosci CD, a prosta m o rownaniuz + 3y — 8 = 0
zawiera $rodkowa tréjkata poprowadzong z wierzchotka A.

Oblicz wspétrzedne punktow A, B, D.

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwigzanie zadania.

Prosta zawierajgca wysokos$¢ CD jest prostopadta do swojej symetralnej, zatem

wspétczynnik kierunkowy jej réwnania to - v
Zatem wspdtrzedne punktu D to (—6; 3). =
Korzystajac ze wzoréw na wspétrzedne srodka odcinka mozemy wyznaczy¢ R
wspbtrzedne punktu D = (zp;yp) : ’”DTH = —2i yD;7 = 5. v
Korzystajac ze wzoréw na wspotrzedne srodka odcinka mozemy wyznaczy¢ R
wspoétrzedne (zp; yp) punktu B: ””BTH =—1i yBT” = 3. v
Y= lz+6
Mozna to zrobic¢ rozwigzujac uktad rownan 2 =
y=—2z+1
Rozwigzaniem powyzszego uktadu jest para liczby £ = —2 iy = 5, zatem $rodek R
wysokosci C'D ma wspétrzedne (—2; 5). M
Rozwiazujac powyzszy uktad otrzymujemy pare liczb ¢ = —1, y = 3, zatem N
wspotrzedne punktu S to (—1; 3). M
Teraz mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne punktu przeciecia prostej zawierajacej R
wysokos¢ i jej symetralnej. M
W drugiej kolejnosci wyznaczymy wspoétrzedne punktu B. Zauwazmy najpierw, ze N
proste k i m przechodzg przez $rodek S odcinka BC'. M
Pozostaty nam juz tylko do wyznaczenia wspétrzedne punktu A, ktére mozna N
otrzymac rozwiagzujac uktad ztozony z réwnania prostej BD i rGwnania prostej m. M
Réwnanie prostej BD ma postaé: y — 3 = :41113 (:E + 6), czyliy = —2x — 9. =



Ponadto mozemy skorzystac z faktu, ze prosta zawierajgca wysokos$¢ C'D

przechodzi przez punkt C' = (2;7), wiec jej réwnanie ma postac y — 7 = %(:c — 2) s

,czyliy = %a}—i— 6.

Zatem wspdtrzedne punktu B to (—4; —1). =
Zaczniemy od wyznaczenia wspotrzednych punktu D. =
Zatem wspotrzedne punktu A s3a rozwigzaniem uktadu { 23 93 , ktérego .
Y= —2a% — v

rozwigzaniem jest para liczb x = —7, y = 5. Wspdtrzedne punktu A to (—7;5).

Zatem wspotrzedne punktu S mozna wyznaczy¢ rozwigzujac uktad rownan
_ 1 8 a
{y = 3Tt 3 v
y=—2x+1

Cwiczenie 8 @

W tréjkacie prostokatnym ABC, gdzie kat przy wierzchotku C jest prosty, B = (6; O). Prosta
k: 11z + 2y — 6 = 0, zawierajaca Srodkowa trojkata poprowadzona z wierzchotka C,
przecina bok AB trojkata w punkcie S = (1; —2,5). Wyznacz wspotrzedne punktow A i C.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie Srodkowej trdjkata

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogélnej, w tym
wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad przechodzenie przez
dwa dane punkty, znany wspétczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub prostopadtos¢ do innej
prostej, stycznos¢ do okregu);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza rownania prostych zawierajgcych srodkowe trojkata,

 stosuje rOwnanie prostejzawierajgcej srodkowyq trojkata,

 analizuje posta¢ rownania prostej zawierajacej sSrodkowq trojkata w zaleznosci od
potozenia wierzchotkow trojkata w uktadzie wspotrzednych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
 dyskusja panelowa;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego si¢
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekc;ji?

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Aplet”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Zastosowania rownania prostej: wysokosci, sSrodkowe, symetralne bokow trojkata
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Aplet” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie ,Ré6wnanie srodkowej trojkata”


https://epodreczniki.pl/a/zastosowania-rownania-prostej-wysokosci-srodkowe-symetralne-bokow-trojkata/DnT3mEBYy

