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- Zrodto: Miguel Bernardo, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Wyobraz sobie walec opisany na kuli. Przekonasz si¢, ze pole powierzchni bocznej takiego
walca jest rowne polu powierzchni kuli wpisanejw niego. Wykazesz, ze stosunek objetosci
walca i suma objetosci kul wpisanych w niego w odpowiedni sposob jest staty. Walec
opisany na kuli to kolejne zagadnienie geometrii przestrzennej, ktére nauczysz sie
sprowadzac¢ do prostego zadania geometrii plaskie;j.

Twoje cele

o Wykreslisz przekroj osiowy przedstawiajacy walec opisany na kuli.

e Rozpoznasz sytuacje, w ktorej walec opisano na kuli

» Naszkicujesz odpowiedni przekroj osiowy.

e Zbadasz zwiazki miarowe miedzy odcinkami na wykres$lonym przekroju osiowym.

o Wykorzystasz zwigzki miarowe geometrii plaskiejdo rozwigzywania zagadnien
zwigzanych z geometrig przestrzenna.

e Przeprowadzisz rozumowanie pomagajace ustali¢ strategie rozwigzania zadania.




Przeczytaj

Jak nalezy rozumie¢ sformutowanie ,walec opisany na kuli”? Jak wykresli¢ rysunek
pomocniczy w zadaniu dotyczgcym walca opisanego na kuli? W odpowiedzi na te pytania
pomoze nam aplet Geogebry.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D91vUltc2

Zapamietaj!

Walec jest opisany na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy kula jest styczna do dwoch podstaw
walca i do kazdej tworzgcejwalca.

Walec mozna opisa¢ na kuli tylko wtedy, gdy Srednica podstawy walca oraz wysokos¢
walca s3 tej samej dlugosci.

Zadania dotyczgce walca opisanego na kuli sprowadzimy do prostych zadan geometrii
plaskiej. Na rysunku ponizej przedstawiono przekroj osiowy walca opisanego na kuli.
Przekrdj osiowy tych bryl jest kwadratem opisanym na kole. Spostrzezenie to pomoze nam
w uproszczeniu planowania strategii rozwigzania wielu zadan geometrii przestrzenne;j.


https://zpe.gov.pl/a/D91vUltc2
javascript:void(0);
javascript:void(0);

S
O

S

Dla przejrzystosci rysunku, przekroj osiowy kuli wystarczy wykresli¢ jako okrag.

Tak wykreslony rysunek jest punktem startowym w planowaniu kolejnych krokéw. Waznym
elementem rozwigzania zadania jest analiza wiasnoSci otrzymanych figur oraz zwigzkow
miarowych zachodzgcych miedzy odcinkami tych figur.

Rozwazmy przekroj osiowy walca opisanego na kuli. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Okreslimy najwazniejsze zwigzki miarowe zachodzace pomiedzy odcinkami przekroju
osiowego tych bryl.

R = |OK]| - dtugo$¢ promienia kuli;
r = |SB| - dlugo$¢ promienia podstawy walca;
H = |AD| - dtugos¢ wysokosci walca.

Zauwazmy, ze
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o dlugos¢ promienia kuli jest rowna dtugosci promienia podstawy walca opisanego na tej
kulir = R;

o dlugos¢ wysokosci walca opisanego na kuli jest rowna dtugosci srednicy tej kuli
H =2R.

Przyktad 1
Oblicz objetoé¢ kuli wpisanejw walec, ktérego objetos¢ wynosi 343w cm?.

Rozwigzanie

Wykreslamy rysunek i przyjmujemy oznaczenia.

R = |OK]| - dlugosc¢ promienia kuli;

r = |SB| - dlugo$¢ promienia podstawy walca;
H = |AD| - dtugos¢ wysokosci walca;

Vi = mr? H - objeto$¢ walca;

Vi, = $mR3 - objeto$¢ kuli.

Wiedzac, ze dlugos¢ promienia podstawy walca i dlugo$¢ promienia kuli sg réwne oraz,
ze dtugosc wysokosci walca odpowiada dlugosci srednicy kuli, otrzymujemy
odpowiednio

mriH = 343~

mR? - 2R = 343m,

343
5 -

zatem R® =
Zauwazmy, ze do obliczenia objetosci kuli potrzebujemy wielkoéci R®, zatem

Vies A 40— e [o]



Przyktad 2

Oblicz dlugos¢ promienia kuli wpisanejw walec, ktorego przekroj osiowy jest kwadratem
o przekatnej dtugosci m.

Rozwigzanie

Wykreslamy rysunek obrazujgcy przekroj osiowy kuli wpisanejw walec.
Przyjmujemy oznaczenia. Oznaczenia pomogg w prowadzeniu toku rozumowania.

R = |OS]| - dtugo$¢ promienia kuli;
r = |SB| - dlugo$¢ promienia podstawy walca;
m = |AC| - dlugoé¢ przekatnej przekroju osiowego walca.

Zauwazmy, ze przekrojem osiowym walca jest kwadrat o boku dtugosci 2R, zatem
przekatna przekroju osiowego walca jest opisana zalezno$cig m = 2RV2. Wynika stad,

: _ mV?2
7e R = mT
Przyktad 3

Walec opisano na kuli. Pole powierzchni catkowitej walca wynosi 2.5. Wyznacz objeto$¢
kuli.

Rozwigzanie

Wykreslamy przekroj osiowy tych bryl i przyjmujemy oznaczenia.
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R = |OS]| - dtugo$¢ promienia kuli;
r = |SB| - dlugo$¢ promienia podstawy walca;
H = |AD| - dtugos¢ wysokosci walca.

Zauwazmy, ze przekrojem osiowym walca jest kwadrat o boku dlugosci 2R. Stad mamy
odpowiednio zaleznosci:

r=RiH=2R.

Ponadto z warunkow zadania mamy zaleznos¢
2nr(r+ H) = 28,

zatem podstawiajgc odpowiednio mamy
2rR(R + 2R) = 28,

stad 3rR? = S,

S

zatem R = 3

Objetosc¢ kuli obliczamy ze wzoru Vi, = %WR?’.

Otrzymujemy
3 ]
Vi=4%4n S _4r .S /S _ 45V/5 _ 45V3zxS
k - 3 37T - 3 37‘{‘ 37‘[‘ - 9\/% - 277{_ .

Przyktad 4



W puszce w ksztalcie walca umieszczono dwie pilki tenisowe, jak na rysunku. Jakg czes¢
objetosci puszki stanowi objetos¢ obu pitek. Przyjmujemy, ze kazda pitka do tenisa ma
srednice 6,5 cm. Wykresl przekroj osiowy puszki z umieszczonymi tam dwiema pitkami,
wiedzac, ze dlugos¢ wysokosci puszki jest rowna dlugosci srednicy obu pitek oraz, ze
dtugosc¢ srednicy puszki jest rowna dlugosci Srednicy pitki tenisowe;.
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Rozwigzanie

Wykreslamy rysunek i przyjmujemy oznaczenia.
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H = |EF| - dlugo$¢ wysokosci puszki;
R = |SE| - dtugo$¢ promienia podstawy puszki oraz dlugo$¢ promienia pitki tenisowe;j.

Przekrojem osiowym walca opisanego na dwoch zewnetrznie stycznych kulach jest
prostokat opisany na dwoch zewnetrznie stycznych kotach.

Wynika stad, ze R = 2 cmi H = 13 cm. Zatem objetos¢ puszki
Vy = wrtH = n()° 13 = B

Objetos¢ obu pitek

2Vk:2-%7rR3:8_”.(1T3)3:M.

Stad 2L‘Z = 3.

Przyktad 5

Walec opisano na kuli o promieniu R. Oblicz objetos¢ czesci walca zawartej pomiedzy
powierzchnig walca a powierzchnia kuli.

Rozwigzanie

Wykreslmy rysunek pomocniczy i przyjmijmy oznaczenia.



R = |OK| - dlugo$¢ promienia kuli;
H = |AD| - dtugos¢ wysokosci walca.

Przekroj osiowy walca opisanego na kuli jest kwadratem o boku dtugosci rownej dtugosci
srednicy kuli. Objetos¢ czesci walca zawartej pomiedzy powierzchnig walca
a powierzchnig kuli obliczymy jako roznice objetosci walca i objetosci kuli. Mamy zatem

V =nR?-2R — 47R® = 27R®.

Stownik
przekrdj osiowy walca

przekrojwalca ptaszczyzng zawierajaca oS obrotu walca. Przekroj osiowy walca jest
prostokatem

przekroj osiowy kuli
przekroj kuli plaszczyzng zawierajgca o$ obrotu kuli. Przekroj osiowy kuli jest kotem
tworzaca walca

kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznejwalca o koncach nalezgcych do jego
podstaw




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Rozwazmy walec o promieniu podstawy dtugosci r . W walec wpisujemy kule zewnetrznie
styczne o promieniu dtugosci réwnej dtugosci promienia podstawy walca. Srodki kul naleza do
osi obrotu walca. Ponadto wysoko$¢ walca odpowiada sumie Srednic wpisanych kul.
Ogladajac galerie zdjec¢ interaktywnych, sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzywac
zamieszczone tam zadania, a dopiero nastepnie poréwnaj rozwigzania.

Polecenie 2

W walec wpisano n kul zewnetrznie stycznych o promieniach dtugosci réwnej dtugosci
promienia podstawy walca. Srodki kul naleza do osi obrotu walca oraz wysoko$¢ walca jest
rowna sumie Srednic wszystkich wpisanych kul. Wykaz, ze stosunek pola powierzchni bocznej
walca do sumy podl powierzchni wszystkich kul wpisanych w ten walec jest staty.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia:

Cwiczenie 1
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dtugosc Srednicy podstawy walca
jest réwna dtugosci wysokosci walca O

O

Walec mozna opisac na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy
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dtugo$¢ promienia podstawy walca
jest réwna dtugosci promienia kuli
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Cwiczenie 2

O o o d

dtugos¢ srednicy kuli jest réwna
dtugosci wysokosci walca

Jesli walec opisano na kuli, to prawdziwe s3 zdania:

O

pole powierzchni catkowitej walca jest réwne polu powierzchni kuli
stosunek objetosci walca do objetosci kuli jest rowny %
dwie objetosci kuli sg réwne trzem objetosciom walca

pole powierzchni bocznej walca jest rowne polu powierzchni kuli

O



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono przekréj osiowy walca opisanego na kuli. Jakg miare ma kat
zawarty pomiedzy przekatna przekroju osiowego walca a ptaszczyzng podstawy walca.

Odpowiedz: o =

Cwiczenie 4 @

Oblicz objeto$¢ walca o polu powierzeni catkowitej S opisanego na kuli o promieniu dtugosci

R.
Cwiczenie 5 @

Wyznacz dtugos¢ promienia kuli wpisanej w walec, ktérego przekroj osiowy jest kwadratem
o przekatnej dtugosci nv'6.

Cwiczenie 6 @

Trzy parami styczne kule o promieniu 7 = 6 wtozono do naczynia w ksztatcie walca w ten
sposob, ze kazda z kul jest styczna do obu podstaw walca oraz do jego powierzchni boczne;j.
Oblicz dtugos¢ promienia R tego walca.



Cwiczenie 7 @

W walec wpisano trzy kule zewnetrznie styczne o promieniach dtugosci réwnej dtugosci
promienia podstawy walca. Srodki kul naleza do osi obrotu walca oraz wysokoé¢ walca jest
rowna sumie Srednic tych kul. Wykres| przekréj osiowy walca opisanego na tych trzech
kulach. Wyznacz stosunek pola powierzchni catkowitej walca do sumy pél powierzchni
wpisanych kul.

Cwiczenie 8 @

W walec wpisano n kul zewnetrznie stycznych o promieniach dtugosci réownej dtugosci
promienia podstawy walca. Srodki kul naleza do osi obrotu walca oraz wysoko$¢ walca jest
rowna sumie Srednic tych kul. Wykaz, ze stosunek pola powierzchni catkowitej walca do sumy

pol powierzchni wpisanych kul jest okreslony zaleznoscia :ﬁk = 1;3" , gdzie n oznacza liczbe

wpisanych kul.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Bochenek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Walec opisany na kuli

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Uczen:

6. oblicza objetosc¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykresla przekroj osiowy przedstawiajgcy walec opisany na kuli;

e rozpoznaje sytuacje, w ktorej walec opisano na kuli;

 szkicuje odpowiedni przekrodj osiowy;

» bada zwigzki miarowe miedzy odcinkami na wykreslonym przekroju osiowym;

» wykorzystauje zwigzki miarowe geometrii plaskiej do rozwigzywania zagadnien
zwigzanych z geometrig przestrzennag;

e przeprowadza rozumowanie pomagajgce ustali¢ strategie rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:



« lekcja odwrocona;
o dyskusja;
e burza mozgow.

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu,

projektor multimedialny,

e-podrecznik,

arkusze papieru, pisaki
Przebieg lekcji
Przed lekcja:
» Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z materiatem w sekcji ,Przeczytaj’.
Faza wstepna:

» Nauczyciel podaje temat: ,Walec opisany na kuli” i okresla cele zajec.
» Uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

» Nauczyciel zaczyna od demonstracji modelu walca opisanego na kuli.

» Nauczyciel omawia z uczniami watpliwosci dotyczace przyktadow umieszczonych
w sekcji ,Przeczytaj.

« Uczniowie dzielg si¢ na grupy i analizuja zadania z galerii zdje¢ interaktywnych,
nastepnie rozwiazujg polecenie 2.

» Uczniowie samodzielnie rozwigzujg ¢wiczenia 1-5 z sekcji ,,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:

e Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
« Nauczyciel podsumowuje lekcje i okresla stopien osiggniecia celow.

Praca domowa:

« Cwiczenia 6,71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.



Materialy pomocnicze:

e Objetosc i pole powierzchni kuli
e Objetosc i pole powierzchni walca

Wskazowki metodyczne:

Galerie zdje¢ interaktywnych mozna wykorzystac jako uzupeinienie lekcji ,,Objetos¢ kuli”
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