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Zrédto: Dan Burton, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Postugujac sie prostymi przeksztalceniami potrafimy wyznaczy¢ pierwiastki dowolnych
wielomianow pierwszego i drugiego stopnia.

Sa rowniez znane, cho¢ przekraczajg zakres materiatu szkolnego, wzory na wyznaczenie
pierwiastkow wielomianow stopnia trzeciego i czwartego - mozna znalez¢ pierwiastki
znajac wspotczynniki w zapisie wielomianu i wykonujac skonczong liczbe prostych operacji
arytmetycznych (cztery podstawowe dziatania i wycigganie pierwiastkow roznego stopnia).
Wiadomo tez, ze nie da sie w sposob ogolny wyprowadzi¢ analogicznych wzorow dla
wielomianow stopnia wyzszego, niz czwarty.

W biezacym materiale zajmiemy si¢ wielomianami, w ktorych wszystkie wspotczynniki sa
liczbami catkowitymi.

Twoje cele

» Udowodnisz twierdzenie pozwalajace wyznaczy¢ wszystkie catkowite pierwiastki
wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych.

o Zastosujesz twierdzenie pozwalajgce wyznaczy¢ wszystkie catkowite pierwiastki
wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych.




Przeczytaj

Twierdzenie: o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

Dany jest wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... + a1 + ag, w ktorym wszystkie
wspotczynniki a,, a,, 1, . . ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 01iay # 0.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to p jest dzielnikiem
(dodatnim lub ujemnym) wyrazu wolnego a,.

Dowad

Niech W(z) bedzie wielomianem spetniajacym warunki zadania.

Wiemy, ze W (p) = 0, czyli a,p" + ap_1p" > + ... +a1p+ag = 0.

Zatem ag = —@,p" — Gp_1p" L — ... — aip,

czyli ag = —p(a,p™ " + an 1p" 2+ .+ a1). Wszystkie liczby znajdujace sie po prawej
stronie znaku rownosci sg catkowite, wiec p jest dzielnikiem ay.

Z powyzszego twierdzenia o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych wynika, ze analizujac dzielniki wyrazu wolnego wielomianu

o wspotczynnikach catkowitych jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki
catkowite tego wielomianu.

Przyktad 1

Wyznacz wszystkie pierwiastki catkowite wielomianu
W(z) = 625 + 31z* + 923 + 21x? + 3z — 10.

Mozliwe pierwiastki catkowite wielomianu W (x) to dzielniki liczby (—10). Mamy wiec
do sprawdzenia osiem przypadkow (bo tyle dzielnikow, uwzgledniajac rowniez liczby
ujemne, ma (—10)).

« Jesli wspotczynniki przy zmiennej x sg dodatnie oraz dwa z nich sg wigksze niz 10,
to dla dzielnikow dodatnich (1, 2, 5 i 10) wielomian przyjmuje wartosci dodatnie (nie
trzeba ich dokladnie oblicza¢, wystarczy tylko zauwazy¢, ze sg to wartosci rézne od 0
). Dlatego catkowitych pierwiastkow wielomianu szukamy wsréd ujemnych
dzielnikow wyrazu wolnego.

e W(-1)=—-6+31-9+21—-3—10+£0

« W(—=2)=6-(—32)+31-16+9-(—8)+21-4+3-(—2)—10 =
— 1924496 —72+84—6—10> 0
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e W(-5)=—-6-5"+31-52-9.534+21.52-3.5-10=
=54(—30+31) +5%(—45+21) — 15— 10 = 5% — 52.24 — 25 =
=5t -52.25=5'-5'=0

e« W(-10)=—-6-10°+31-10*-9-10°+21-10* —3-10 — 10 =
= —600000 + 310000 — 9000 + 2100 — 30 — 100 < 0

Zatem jedynym pierwiastkiem catkowitym wielomianu W (z) jest liczba (—5).

Przyktad 2

Udowodnij, ze wielomian W (z) = 27 — 3z + 2z* — 13z + 4 nie ma pierwiastkow
catkowitych.

Przeanalizujmy dzielniki wyrazu wolnego 4.

1, -1
1-3+2-13+4+#0
W(£l) ="{" 14 3++ 5+ 13—:_ 47; 0””, czyli nie s3 to pierwiastki.
2,-2
128 —3-32+2-16—-13-24+4#0 . L
:l:2 — >N 279 1 t tk .
w(£2) =" 128 43-3242-16+13.24 440 YT MCSATOPICIWIAS
4, —4
16384 —3-1024 +2-256 —13-4+4 #0
W(+4) ="{” 6384 =3 - 1024 + ta7 "7 czyli nie s3 to pierwiastki.

—16384 +3-1024+2-16+13-4+4#0

Przypomnijmy, co jest istotne zwlaszcza w tej czesSci ze wzgledu na stosunkowo duze
liczby, ze nie musimy dokladnie wyznacza¢ wartosci wielomianu, wystarczy tylko
oszacowaé, czy jest ona rézna od 0. Liczba 47 jest np. na tyle duza, ze bez wykonywania
obliczen widac, ze cale wyrazenie nie moze przyja¢ wartosci 0.

Podsumowanie
Zaden z dzielnikow wyrazu wolnego nie jest pierwiastkiem wielomianu, wielomian ten
nie ma wiec pierwiastkow catkowitych.

Przyktad 3

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W (z) = z* — 42? — 16z + 15.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14icO57S

Film nawigzujgcy do treSci materiatu
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Przyktad 4
Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W (z) = 6z* — 1522 — 152 — 6.

e Zauwazmy, ze W(z) = 3(2z" — 5z* — 5z — 2), wiec wielomian W (z) ma te same
pierwiastki, co wielomian V(z) = 2z* — 5z — 5z — 2.

« V(x) jest wielomianem stopnia czwartego, wiec moze mie¢ co najwyzej cztery
pierwiastki.

 Sproébujmy na poczatek znalez¢ jaki$ pierwiastek catkowity wielomianu V(x).
Bedziemy go szuka¢ wsrod dzielnikow liczby (—2).

e Fatwo zauwazy¢, ze V(—1) =2 — 545 — 2 = 0, czyli liczba (—1) jest pierwiastkiem
wielomianu V (z). Zgodnie z twierdzeniem Bézouta wielomian V() jest wiec
podzielny przez dwumian z + 1.

» Mozemy postuzyc¢ si¢ np. schematem Hornera badz dzieleniem pisemnym
wielomianow. Po wykonaniu dzielenia mozemy zapisac, ze
W(z) = 3(z + 1) (22° — 2% — 3z — 2).

o Uzyskali$my wielomian trzeciego stopnia Vi (z) = 223 — 22% — 3z — 2, ktérego
pierwiastki sg jednocze$nie pierwiastkami wielomianu W (z).

e Mozemy ponownie przeanalizowa¢ dzielniki wyrazu wolnego. Latwo zauwazy¢, ze
liczba 2 jest pierwiastkiem catkowitym wielomianu Vi (), wiec jest on podzielny
przez dwumian ¢ — 2.

o Powykonaniu dzielenia mozemy zapisac, ze
W(z) =3(z+ 1)(z — 2)(22* + 2z + 1).

» Nakoniec wyznaczmy pierwiastki wielomianu drugiego stopnia
Va(z) = 222 + 2z + 1. Po obliczeniu wyréznika A = —4 widzimy, ze wielomian ten
nie ma pierwiastkow rzeczywistych i jest nierozktadalny.

e Ztego wynika, ze wielomian W (z) ma dwa pierwiastki rzeczywiste: (—1) oraz 2.

Stownik
pierwiastek wielomianu
dla wielomianu W (x) jednej zmiennej z to liczba x, taka, ze W(xy) = 0

twierdzenie Bézouta



javascript:void(0);

liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (z)
dzieli si¢ przez dwumian ¢ — a bez reszty

twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

dany jest wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... + ayz + ag, w ktérym wszystkie
wspotczynniki a,, a1, - . ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 0iay # 0.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem
(dodatnim lub ujemnym) wyrazu wolnego ag



Infografika

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktad wyznaczania pierwiastkéw catkowitych wielomianu.

A A

Wyznacz wszystkie pierwiastki catkowite wielomianu

W(x) =5x3 —17x —6

[ Dzielniki wyrazu wolnego:

—31 3 |—6

Wyznacz wszystkie pierwiastki catkowite wielomianu

Wi(x) =5x3 — 172 — 6

@ 6 ®w 6 © 0 6 ¢

[Dzielniki wyrazu wolnego:

—1| 1 |—2| 2 |—3] 3 |—6]| 6

4

1. {audio}]édynymi mozliwymi p;ierwiastkami sa dzielniki wyrazu wolneé’o.
2. W(—1) = 6 to nie jest pierwiastek

3. W(1) = —18 to nie jest pierwiastek




4. W(—2) = —12 to nie jest pierwiastek

5. W(2) = 0 znalezli$my catkowity pierwiastek wielomianu
6. W(—3) = —90 to nie jest pierwiastek

7. W(3) = 78 to nie jest pierwiastek

8. W(—6) = —984 to nie jest pierwiastek

9. W(6) = 972 to nie jest pierwiastek

10. Ten wielomian ma tylko jeden pierwiastek catkowity. Jest nim liczba 2.



Polecenie 2

Sprébuj wyznaczy¢ pierwiastki catkowite podanego wielomianu. Nastepnie sprawdz swoje
rozumowanie analizujac infografike.

A. A

Wyznacz wszystkie pierwiastki catkowite wielomianu

W(x) =225 — 2zt +22—1

®

Dzielniki wyrazu wolnego:

A

—1| 1
@] ®

2> Podsumowanie @

1. Jedynymi mozliwymi pierwiastkami sg dzielniki wyrazu wolnego.

2. W(—1) = 1 to nie jest pierwiastek

3. W(1) = 1 to nie jest pierwiastek

4. Ten wielomian nie ma pierwiastkow catkowitych. Moze mie¢ natomiast jakies inne
pierwiastki rzeczywiste, ktore nie sg liczbami catkowitymi.



Polecenie 3

Sprawdz sie raz jeszcze. Wyznacz pierwiastki catkowite podanego wielomianu, a potem
porédwnaj swoje rozumowanie z opisami zawartymi w punktach od 1 do 9 w ponizszej
infografice.

A A

Wyznacz wszystkie pierwiastki catkowite wielomianu

W(x) =22°+ 18x*— 23— 92> — x— 9

@

[ Dzielniki wyrazu wolnego:

S e e
CRIORECRIOREICIRY
——> Podsumowanie

1. Jedynymi mozliwymi pierwiastkami sa dzielniki wyrazu wolnego.

2. W(—1) = 0 znalezli$my catkowity pierwiastek wielomianu

3. W(1) = 0 wyznaczylis$my kolejny pierwiastek catkowity wielomianu

4. W(—3) = 912 to nie jest pierwiastek

5. W(3) = 1824 to nie jest pierwiastek

6. W(—9) = 0 ta liczba jest zatem pierwiastkiem wielomianu

7. W(9) = 234720 to nie jest pierwiastek

8. Ten wielomian ma trzy pierwiastki catkowite. Sg to liczby —1, 1 oraz —9.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz liczby bedace catkowitymi dzielnikami wyrazu wolnego wielomianu
W(z) = x8 + 132° — 22* — 192 + 91z? — 7Tz — 91.

91

-91

13

19

—19

—13
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Cwiczenie 2 @)

Wsrod podanych wielomianéw jest doktadnie jeden taki, ktérego pierwiastkiem jest liczba 13.
Wskaz ten wielomian.

(O 1327 — 112" + 912° 4 262® + 522° — 72° 4 399z — 460
O 2% — 132" + 112 — 14328 — 727 + 9126 — 77z + 1001
O 2z — 2624 + 429 — 132% — 9127 + 2° — 5z + 101

O 91z — 132 + 72° + 628 — 14325 + 932° + = — 901

O x'3 — 39z + 262° + 227 — 262 + 1323 — 552 + 269

Cwiczenie 3
Dany jest wielomian W (z) = z* + 323 + 1122 + 27z + 18. Ocen prawdziwos¢ zdan:

« Wielomian W (z) ma co najmniej dwa rézne pierwiastki catkowite.
{(#TAK} /{NIE}

« Wielomian W (z) ma co nawyzejdwa rozne pierwiastki catkowite.
[#TAK}/{NIE}

« Wielomian W (z) ma co najmniejjeden pierwiastek rzeczywisty dodatni.
{TAK}/{#NIE}

Cwiczenie 4

Wstaw wspétczynniki wielomianu tak, by uzyskaé wielomian W (z) podzielny przez dwumian
x4+ 7.

[22](42] 2] 62]




Cwiczenie 5

Kazdy z podanych wielomianéw ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste. Wskaz je.

—3x% — 622 + 392 — 30

z® + T2 — 50z — 336

EIRIREE
BaraiEan
-9 _ﬁ

33 4 322 — 21z — 21

—92% — 1822 4+ 27z + 54




Cwiczenie 6

Wskaz wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu W (z) = z* — 72? — 36z.

—2-+/5

2+5

—2++/5

=~

o o o o o o



Cwiczenie 7

Dla kazdego wielomianu znajdz liczbe, ktora jest jego pierwiastkiem.

z® — 322+ 44
z® — 623 + 81
2

2+ 323+
z® — 5z + 8

0

x° — 1123 + 54
x® — 722+ 6
—1

1

-3

z® — Tx? + 8

3

x5 — 152% — 64
—2

4



Cwiczenie 8 @

Wszystkie wspétczynniki wielomianu piatego stopnia W (z) sa liczbami catkowitymi.
Wiadomo, ze wielomian ten ma piec¢ réznych pierwiastkéw catkowitych. Ktéra z podanych
liczb na pewno nie moze by¢ wyrazem wolnym tego wielomianu?

O 111

O 51

91
-33

59

o O O O



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyznaczanie pierwiastkow catkowitych wielomianu

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspotczynnikach catkowitych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.
Cele operacyjne
Uczen:

 stosuje twierdzenie pozwalajace wyznaczy¢ wszystkie catkowite pierwiastki
wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
» udowadnia twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekciji ,Infografika” i ¢wiczenia
interaktywne;
dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glosnikami, stuchawkami i dostgpem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

» Nauczyciel pokazuje uczniom przyktad rownania wielomianowego, ktorego nie mozna

tatwo rozwigza¢ wylaczajgc wspolny czynnik przed nawias. Uczniowie przez chwile
probuja samodzielnie rozwigzac¢ rownanie stosujac poznane dotychczas metody.

Faza realizacyjna:

Nauczyciel podaje Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych wraz z dowodem.

Uczniowie, pod kierunkiem nauczyciela, analizujg przyktady przedstawione na
infografice.

Nauczyciel, z pomocg uczniow, rozwigzuje Przykiad 1.

Uczniowie w parach rozwigzuja Przyktad 3, wybrana osoba prezentuje rozwigzanie na
tablicy.

Uczniowie w kilkuosobowych grupach zastanawiaja si¢ nad Przyktadem 2, zwracajac
uwage na budowe twierdzenia (warunek konieczny vs warunek dostateczny).
Pozostajgc w grupach uczniowie grajg w memory (Cwiczenie 7), nauczyciel nadzoruje

prace grup.

Faza podsumowujaca:

 Uczniowie samodzielnie redaguja notatke z lekcji oraz rozwigzuja Cwiczenie 11 2.

« Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na

zajeciach.

Materialy pomocnicze:



e Pierwiastki rownan
Wskazowki metodyczne:

Infografika moze zosta¢ wykorzystana jako materiat stuzacy powtorzeniu materiatu na
temat ,Wyznaczanie pierwiastkow wielomianu”.
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