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Wyobraz sobie, ze masz odpowiedzie¢ na pytanie:
Dla jakiego kata @ wyrazenie: 4 sin « cos o przyjmuje warto$¢ V2?

Z pomocy przyjdzie Ci umiejetnos¢ rozwigzywania rownan z funkcjami
trygonometrycznymi podwojonych katow.

W tym materiale pokazemy, jak wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego argumentu
stosowac¢ do rozwigzywania rownan trygonometrycznych. Bedziemy si¢ opierac takze na
twierdzeniach opisujacych rozwigzywanie réwnan postaci: sinxz = a, cosx = a, tgz = a.

Twoje cele

 Zastosujesz wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego argumentu do
rozwigzywania rownan trygonometrycznych.

» Przypomnisz sobie, jak rozwigzujemy rownania typu: sinz = a, cosz = a, tgx = a.



Przeczytaj

Kazde réwnanie trygonometryczne staramy sie sprowadzi¢ do rownania postaci: sinx = a,
cos T = a, tgx = a. Ponizej pokazemy jak stosowac¢ wzory na funkcje podwojonego
argumentu przy czym wzory te bedziemy stosowac zaréwno do zwijania jak i rozwijania
wyrazen trygonometrycznych.

Przyktad 1
Rozwigzemy réwnanie 4 sin? 2(1 + cos 2z) = 1 — cos 2z w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

Skorzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata cos 2z = 1 — 2sin? z i otrzymujemy
réwnanie w postaci:

4sin® z(1 + cos 2z) = 2sin® z.

Przenosimy sktadniki na lewq strone:

4sin? (1 + cos 2z) — 2sin’z = 0

i wylaczamy przed nawias wspolny czynnik:

2sin? (2 + 2cos 2z — 1) = 0.

Zatem rownanie jest rOownowazne alternatywie rownan:
sinz = 0lub cos 2z = —%.

Rownanie sin z = 0 ma rozwigzania:

x = km, gdzie k € Z.

Rownanie cos 2z = —% ma rozwiazania:

20 = 2° + 2km lub 2z = — 2 + 2km, gdzie k € Z,
czyliz = & + krlubx = — % + km, gdzie k € Z.

Zatem odpowiedz jest nastepujgca: ¢ = kwlubxz = § + krlubx = —% + km, gdzie
ke Z.

Przyktad 2

4 4 =

Rozwigzemy rownanie: sin 2z = cos” § — sin” 5 w zbiorze liczb rzeczywistych.




Rozwigzanie

4 4

sin 2z = cos % — sin %

Korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia rozkladamy na czynniki lewg strone

rownania:
: _ 2 2T 2 : 2z
sin 2x = (cos 5 — sin” 3 ) (cos 5 +sinz”5 )

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej oraz wzoru na cosinus podwojonego kata
zwijamy réwnanie do postaci:

2sinx - cosz = cosz.

Przenoszac wszystkie sktadniki na lewg strone¢ otrzymujemy postac iloczynowg:
2cosw(sinaz — %) = 0.

Zatem otrzymujemy alternatywe warunkow:

cosx = 0lubsinx = %

Rownanie cos z = 0 jest spelnione dlaz = 5 + 7k, gdzie k € Z.

Rownanie sinz = %jest spelnione dlaz = & + 2kwlubz = % + 2k, gdzie k€ Z.
Stad otrzymujemy odpowiedZ:

z=72 +rklubz = I +2krlubz = 3 + 2k, gdzie k € Z.

Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie tg 2z = 2 sin x w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

Najpierw zapiszmy zatozenia: cos 2z # 0, czyli z # T + %, gdzie k € Z.

sinx

Korzystajgc z tozsamosci tg x = - - zapiszmy rownanie w postaci:
sin2x 2 <i
w052y — 2sInx.

Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata, zapiszmy rownanie nastepujaco:
2sinz - cosz = 2sinx - cos 2.
Zapisujemy rownanie w postaci iloczynowe;j:

sin z(cosx — cos 2z) = 0.
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Stad otrzymujemy alternatywe rownan:
sinz = 0lub cosz = cos 2z.
Réwnanie sin = 0 spetniaja ¢ = km, gdzie k € Z.

Rownanie cos £ = cos 2z rozwigzujemy, wykorzystujac metode porownywania wartosci
funkcji cosinus. Rownanie ma rozwigzania: ¢ = 2z + 2km lub x = —2x + 2km, gdzie

ke Z.
Stad dostajemy:
x =2kmlubzx = 2’“T”,gdzie ke Z.

Sprawdzamy, ze zaden element wykluczony z dziedziny nie pokrywa si¢ z elementami
rozwigzania.

Odpowiedz: z = krlubz = 2kr lubz = 2~ odzie k € Z.
Uwaga

W przykiadzie 3 rownanie najtatwiej byto rozwiazac¢ z wykorzystaniem funkcji sinus
i cosinus. Rozpisanie wyrazenia z wykorzystaniem wzoru na tangens podwojonego kata nie
da prostszego rozwigzania.

Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie sin 2z+ tg = = 2 w liczbach rzeczywistych.
Rozwigzanie

Zapiszmy zatozenia: cos x # 0, czyli x # § + km, gdzie k € Z.

Skorzystamy ze wzoru sin 2z = 2 sin  cos x, ale przeksztalcimy go do postaci zwigzanej
z funkcjg tangens argumentu z:

2sinx cosT

sin2x = 2sinxz cosx = —— .
sin” x-+cos”

Teraz licznik i mianownik dzielimy przez cos?

cos z # 0) i otrzymujemy:

x (wolno to zrobic¢, gdyz z zatozen

A sinz
2sinzcosz cosz__ ___2tgz
sin® z+cos? z sinz g 1+tg2z
COS2 T

W ten sposob doprowadziliSmy do rownania z jedng niewiadomg w postaci funkcii
trygonometrycznej tangens:

2tgx o
m—F tg x = 2.
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Podstawmy t =tg z. Otrzymujemy wowczas:

2t _
e tt=2

Po pomnozeniu réwnania stronami przez 1 + ¢? otrzymujemy rownanie wielomianowe:
P —2t24+3t—2=0.

Przez obserwacje wspotczynnikow mozemy zauwazyc¢, ze suma wspotczynnikow jest
rowna 0, co oznacza, ze pierwiastkiem wielomianu jest 1. Zapisujemy zatem:

t—-1)(*—t+2)=0.
Wyréznik tréjmianu ¢? — ¢ + 2 jest rowny:
A=1—-4.2= -7 cooznacza, ze trojmian nie ma pierwiastkow.

Zatem jedynym rozwigzaniem rownania jest t = 1, czyli

tg * = 1. Rozwigzaniem rownania jest x = 7 + km, gdzie k € Z.

Stownik
sinus podwojonego kata

tozsamo$¢ trygonometryczna: sin 2 = 2 sin z cos ¢ prawdziwa dla kazdejliczby
rzeczywistej
cosinus podwojonego kata

2 2

tozsamo$¢ trygonometryczna: cos 2x = cos” x — sin” z prawdziwa dla kazdejliczby
rzeczywistej
tangens podwojonego kata

2tgzx

tozsamo$¢ trygonometryczna: tg 2x = prawdziwa dla kazdejliczby rzeczywistej

1-tg?x
r# T+ Tkiz# 5 +kn gdziek € Z




Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre, a nastepnie rozwigz polecenia ponizej.

Polecenie 2

Rozwigz réwnanie: 8 cos*z = 11 cos 2z — 1.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wszystkimi rozwigzaniami réwnania 3 cos x = sin 2z sa:

O I +2kmlub I + 2k, gdziek € Z
O —F +2kmlub —2F + 2km, gdziek € Z

O & +kmgdziek e Z

Cwiczenie 2

W puste pole wstaw takie wyrazenie, aby powstato zdanie prawdziwe.

cos’z —sin’z = %0052 2x wtedy i tylko wtedy, gdyi gdziek € Z
‘x:—%—l—2k7rlubw:%+2k7r"w:%—l—% ‘332—%—|-k71'|ub33:%—|—k5ﬂ'
‘ T=7 +kn

Cwiczenie 3

W puste pole wstaw takie wyrazenie, aby powstato zdanie prawdziwe.

a:z2k7r|ub33=%+k7r”a:=4k7r|uba:=7r—|—4kﬂ'H:)3=2k7rluba:= §+2k7r

x:kwlubm:%+k7r’




Cwiczenie 4

1
8sinz

Wszystkimi rozwigzaniami rownania cos « - cos 2z = sg liczby postaci:

="+ ubz =3 + 2 odziek € Z

5 T hkmlubz = %—I—%,gdziekEZ

o O O
[

_ k _ 5 k .
T=—5; +5 lubx =37 + 5, gdziek € Z
O z=L+2lubx =3 + &% odziek € Z
24 2 24 2’
Cwiczenie 5
Wskaz réwnania, ktére nie majg rozwigzan.

cos2x +cosx+2=0

cos2xr — 2sinx = %

cos2x —cosx+2=0
cos2x +sinx =1

2cos2x +2cosx+3=0

o o 0o o 0o O

cos2x +sinx = %



Cwiczenie 6

Wszystkimi rozwiazaniami réwnania cos 4z — 8 cos® x + 7 = 0 s3 liczby postaci:

() 4km, gdziek € Z

() km gdziek € Z

() 2km, gdziek € Z

() 3km gdziek € Z

Cwiczenie 7

Rozwiaz réwnanie sin z + sin 2z = cos z + 2 cos® z.

Cwiczenie 8

Rozwiaz réwnanie sin 4z = cos* z — sin? z.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie funkcji trygonometrycznych podwojonego kata do rozwigzywania
rownan

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5. korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych,;

6. rozwigzuje rownania i nierownosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1, 2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:

e rozwiazuje rOwnania typu:sinz = a,cosx = a,tgzr = a,
 stosuje wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego argumentu do rozwigzywania
rownan trygonometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
e metoda kosza i walizki;
e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Zastosowanie funkcji trygonometrycznych
podwojonego kata do rozwigzywania rownan” i celow lekcji. Okreslenie wigzgcych dla
uczniow kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. W nastepnym kroku uczniowie wykonujga w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja kolejne ¢wiczenia nr 61 7 z sekciji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Zastosowanie funkcji trygonometrycznych
podwojonego kata do rozwigzywania rownan”.


file:///a/DtTIRqwDI

