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« Animacja
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« Dla nauczyciela



Zrédto: dostepny w internecie: maxpixel.net, domena publiczna.

W tym materiale nauczymy si¢ wyznaczac zbior rozwigzan nierownosci wymiernych.
Koniecznie przypomnij sobie, w jaki sposob rozwiazuje si¢ nierownosci wielomianowe.

Twoje cele

o Wyznaczysz zbior rozwigzan nierownosci wymierne;.

o Sformutujesz stosowne zatozenia.

e Rozwiazesz nierownosci wymierne metodg nieréwnos$ci rownowaznych.

e Rozwiazesz nieréwno$¢ wymierng, okreslajac zbior rozwigzan odpowiedniej
nierownosci wielomianowe;j.




Przeczytaj

Wyznaczajac zbidr rozwigzan nierownosci wymiernej, bedziemy korzysta¢ z ponizszego

twierdzenia.

Twierdzenie: o rownowaznosci nierownosci

1. £ < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ab < 0i b # 0,

SIS

2. 7 > 0 wtedy i tylko wtedy, gdyab > 0i b # 0,

SRS

0 wtedy i tylko wtedy, gdy ab < 0ib # 0
0 wtedy i tylko wtedy, gdy ab < 0 lub a = 0),
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Przypomnijmy algorytm rozwigzywania nieréwnosci wymiernych
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0 wtedy i tylko wtedy, gdyab > 0ib # 0
0 wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0 lub a = 0).

>
>

I sposéb

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.

2. Sprowadzamy nieré6wnos$¢ do postaci ogolnej- przenosimy wszystkie wyrazenia na
jedng strone nierOwnosci.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. NierownoS$¢ wymierng rozwigzujemy doprowadzajac ja do rownowaznej postaci
wielomianowej przy wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymiernej (zastepujemy
iloraz iloczynem z uwzglednieniem zatozen).

5. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

6. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nierownosci.

7. Wyznaczamy rozwigzanie nierownosci wymiernej uwzgledniajac dziedzing.

II sposob

1. Wyznaczamy dziedzine nierownosci wymierne;j.

2. Mnozymy obustronnie nieréwno$¢ przez kwadrat mianownika lub przez inne
wyrazenia, ktorych znak jest jednoznacznie okreslony.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

5. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danejnieréwnosci.

6. Wyznaczamy rozwigzanie nieréwno$ci wymiernej uwzgledniajgc dziedzine.

Rozwigzmy kilka przyktadow.
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Przyktad 1

Wyznaczamy zbior rozwigzan danej nierownosci % <0.
Rozwigzanie:

D =R\ {5}.

Korzystamy z twierdzenia

+ < 0wtedyi tylko wtedy, gdyab < 0ib # 0.

Mozemy zapisa¢ nieroOwnos¢ wymierng % < 0 w postaci rownowaznej nieroOwnosci

iloczynowej

(22 +10)(b —z) <0ixz # 5,

—2(z+5)(z—5) <0iz #5.

Wielomian W(z) = —2(z + 5)(z — 5) ma dwa jednokrotne pierwiastki: (—5), 5.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwnosci wymiernej D = R\ {5} szicujemy wykres.

Zbiorem rozwigzan nieré6wnosci jest zbior (—oo; —5) U (5; +00).
Nastepny przyktad rozwigzemy na kilka sposobow.

Przyktad 2

Podajmy zbior rozwigzan nieréwnosci % > 3.

OkresSlamy dziedzine nier6wnosSci wymiernej:

—x2 —9#£0,
wQ # _97
czyli D = R.

I sposob rozwigzania nieréwnos$ci wymierne;j

Przeksztalcamy nierownos¢ do postaci ogolne;j



javascript:void(0);

2 _ 32> 0,

229
z?—3z(—a?-9)
—— 5 >0,
22 +323427x

—z°—=9 > 0’

Zapisujemy nierownos¢ w postaci rownowaznejnierownosci iloczynowej
(22 + 32 + 27z) (—2% — 9) > 0,
—33(331:2 +x+ 27) (:vz + 9) > 0.

Jedynym jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z) = —z (32 + = + 27) (z* + 9)
jest liczba 0.

Na podstawie fragmentu wykresu nieréwnosci wielomianowej odczytujemy zbior tych
wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja wielomianowa przyjmuje wartosci dodatnie.
Zbiorem rozwigzan nieréwno$ci wymiernejjest przedziat (—oo; 0).

IT sposob rozwigzania nieréwnosci wymiernej

z’ >3x‘-(—w2—9)

—22—9

Dang nieré6wnos$¢ wymierng mozemy pomnozy¢ obustronnie przez (—a:2 — 9), poniewaz
dla kazdejliczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierOwnos¢ (—w2 — 9) < 0.

Zwrot nierownosSci zmienia si¢ na przeciwny, poniewaz nier6wnos¢ mnozymy
obustronnie przez wyrazenie ujemne.

Stad

x? < 3x- (—:c2 — 9),
z? < =323 — 27z,
323 + 27z + 2% < 0,

z(32® +z +27) <0.



Wielomian R(z) = #(3z® + = + 27) ma jeden pierwiastek jednokrotny: 0.
Wspotczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x jest dodatni.

Szkicujemy fragment wykresu funkcji wielomianowejy = R(z).

. . 4 . ’ ’ 3 2 . 3
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci —3—5 > 3z jest przedziat (—o0; 0).

IIT sposéb rozwigzania nieré6wno$ci wymierne;j

g >3 |- (~a? - 9)°

o i .y . 9 2
Dang nierowno$¢ mozemy pomnozy¢ obustronnie przez (—m — 9) .

Wyrazenie (—:c2 — 9)2 jest dodatnie dla kazdejliczby ze zbioru D = R.

Zwrot nierbwnosci pozostanie bez zmiany, poniewaz nieré6wno$¢ mnozymy obustronnie
przez wyrazenie dodatnie.

Wowczas

2 (~22 - 9)" > 3z (—22 - 9)°,
2% (—a2? —9) > 3z - (—2? - 9)”.

Przeniesmy wszystkie wyrazenia na jedna strone nieréwnosci
22 (22— 9) — 3z (—2% - 9)” > 0.

Wylgczmy z - (—x* — 9) przed nawias.

Zatem

z- (-2 —9)[z—3(-2>-9)] >0

z- (—z*—9) (32> + = +27) > 0.



Jedynym jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu S(z) = z - (—z* — 9) (32 + = + 27)
jestliczba 0.

Ponizej przedstawmy fragment wykresu funkcji wielomianowejy = S(z).

Odczytujemy zbior tych wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja wielomianowa
przyjmuje wartosci dodatnie.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (—oo; 0).

Warto zauwazyc¢, ze zbior rozwigzan danejnierownosci jest taki sam, mimo zastosowania
kilku sposobéw rozwigzania zadania.

Przyktad 3

2x—1 z—2
x3—322 2 342

Wyznacz zbior rozwigzan nieréwnosci
Zatozenie: 3 — 32% £ 0,2° + 22 £ 0
2?(x —3) #0,2%(x+1)#0
x#0,z+#3,x#—1.

D =R\ {-1;0;3}.

Rozktadamy na czynniki wyrazenia wystepujace w mianowniku

2z—1 x—2
x2(z—3) 2 z2(z+1) *

Pomnozmy obie strony nieréwnoéci przez z?.

Wyrazenie z? jest dodatnie dla kazdejliczby ze zbioru D.

Zwrot nier6wnosci pozostaje bez zmiany

Sprowadzmy nieréwno$¢ do postaci ogolnej




2c—1  x-2
z—3 z+1 >0

)

(2z—1)(z+1)—(z—2)(z—3)
(z—3)(z+1)

20’ +z—1— (22 —5z+6)
(z—3)(z+1) > 0,

222 +x—1—x24+52—6
(z—3)(z+1) = O’

2267
=t = 0-

Korzystamy z twierdzenia

+ > 0 wtedyi tylko wtedy, gdy ab > 0i b # 0.

Inaczej zapisujemy nier6wnos$¢ w postaci rownowaznej nieréwnosci iloczynowej
(2 +6z—7)(z—3)(z+1) >0,

(z+7)(z—1)(z—3)(z+1)>0.

Wielomian W(z) = (z + 7)(xz — 1)(x — 3)(x + 1) ma cztery pierwiastki jednokrotne:
(=7),(-1),1,3.

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x jest dodatni.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwnosci wymiernej D = R \ {—1; 0; 3} szkicujemy wykres.

++ /+:

Odczytujemy zbior argumentow, dla ktorych funkcja wielomianowa przyjmuje wartosci
nieujemne.

2x—1 r—2
23 —322 > x4z

Zbiorem rozwigzan nierownosci wymiernej
(—o0; —7) U (—1;0) U (0; 1) U (3; +00).

7 jest zbior

Stownik
zbiér rozwigzan nierownosci z jedng niewiadoma

kazda liczba rzeczywista, ktora spetnia te nierownosc.



dziedzina nieréwnosci wymiernej

dziedzing nieréwnos$ci wymiernej sg wszystkie liczby rzeczywiste za wyjatkiem

pierwiastkow wielomianu W5 () znajdujacego sie w mianowniku danego wyrazenia
Wi(x)

Wz(fl})
D =R \{z: Wa(z) =0}
pierwiastek wielomianu

pierwiastkiem wielomianu W (z) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktorej W(a) = 0



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg animacja, a nastepnie wykonaj polecenie 2 i 3.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZ6qtXVpT

Film nawigzujgcy do treSci materiatu

Polecenie 2

Rozwigzaniem nieréwnosci if; < 0 jest zbior

x € (=7;7)

z € (—oo; —T) U (7;400)

o O O

z € (—oo; —T) U (7;400)

O ze(-7;7)

Polecenie 3

s 7 e e

1 2
z—7 Z z+7

z—7

47 Z 0

522435z
z2—49 > —2

22—49
z—7 2 0

z € (—oo; —7) U (7;21)
z € (—o0; —7) U (7;400)
z € (—oo; —T)U (=7;2) U (7;+00)

z € (—=7;,7)U(7;400)


https://zpe.gov.pl/a/DZ6qtXVpT

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1

z+3
224+62+9

Rozwigzaniem nieréwnosci < :chr3 jest zbior

O (—00;=3) U (3; +00)
O R
O R\{3}

O R\{-3}

Cwiczenie 2

2
r*—5x+9 <1

Wskaz liczby nalezace do zbioru rozwigzan nieréwnosci wymiernej postaci P —

) 0
] -10

(] 2




Cwiczenie 3

Kazdej nierownosci przyporzadkuj jej zbiér rozwigzan.

Zbior pusty

Zbiér liczb rzeczywistych

22 +4z+6
512+6 <0

2 < 3
2242c+6 — z245z+7

—3 —222-8
a:2+7r<0 ‘ 2214 >0

2x—3 422
EREEL

Cwiczenie 4

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci wymiernej

70 < 5 jest

%;:—i < -5 jest

mfl = m2ai22;2—&—1 jest
24 > jest

6z2+4z+10
422 —22+8 2 0

z € (—o0;—2) U (1;2)

z € (—2;1) U (2;+00)

z € (—o0;1) U (1;2)

z € (—2;—1) U (1;+00)



Cwiczenie 5

Wyznacz najwieksza liczbe catkowita spetniajgcg nierownosé
—(~2?+15625) (z+125)(z—144) (z—125) <0
(22—24z+144) (z+125)° (z—144) =

W ponizsze pole wpisz kolejno-od lewej do prawej- cyfre setek, dziesigtek i jednosci

otrzymanego wyniku.

Cwiczenie 6

Rozwiaz nieréwnos¢: ”;1155 <0.

Cwiczenie 7

y e v il 3.1
Wyznacz zbidr rozwiazan nieréwnosci -, > 52— — L.
Cwiczenie 8
z+3 2

Wyznacz zbidr rozwigzan nieréwnosci - =— > 75



Dla nauczyciela

Autor: Monika Dudek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior rozwigzan nieréwnosci wymiernej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje rOwnania i nierébwnosci wymierne nie trudniejsze niz

1 1 2
:L'(mxtl) + z+1 2 (:cfl)a(varl) :

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.
Cele operacyjne:

Uczen:

e wyznacza zbior rozwigzan nierownosci wymiernych;

» formutluje stosowne zalozenia;

e rozwigzuje nierownosci wymierne metoda nierownosci rownowaznych;
e rozwiazuje ztozone nieréwnosci wymierne.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania:



e praca z tekstem;
o dyskusja;
e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z animacja dotgczona do materiatu.
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg sposoby rozwigzania nier6wnosci
wymiernych.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

3. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe lub 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach
zapoznaja sie z informacjami w sekcji ,,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione
twierdzenie, przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum
klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci.

2. Uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenie nr 3,5,8 z sekcji ,,Sprawdz sie”

3. Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ zadan. W razie watpliwosci udziela odpowiedzi na
zadane przez uczniow pytania.

4. Wytypowane grupy prezentuja swoje rozwigzania na tablicy. Nauczyciel moze
nagrodzi¢ uczniéw ocenami za aktywno$¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum
klasy i omawiane krok po kroku.



5. Uczniowie realizujg indywidualnie kolejne ¢wiczenia 1- 4 z sekcji ,Sprawdz sie”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

i

» Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,,Zbior rozwigzan nieréwno$ci wymiernej
i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego uczniowie sie
nauczyli).

» Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie.

Praca domowa:
« Uczniowie rozwiazuja zadania 5-8 z sekciji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

e Rozwigzywanie nierownosci wymiernych
e Nierownosci wielomianowe

Wskazowki metodyczne:
Fragment animacji mozna wykorzystac na lekcji jako wprowadzenie do tematu lekcji.

Animacja moze by¢ tez pomocna na lekcji pokazujgcej zastosowania nieréwnosci
wielomianowych.
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