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Ostrostup i jego elementy

Zrédto: Adam Bichler, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale rozpoczniesz prace z wieloScianami, ktore nazywamy ostrostupami.
Zauwaz, ze odpowiednikiem polskiego stowa ostrostup w jezyku angielskim jest

»a pyramid”, jezyku francuskim ,une pyramide”, w jezyku niemieckim ,der Pyramide”

aw czeskim ,pyramida”. Jak si¢ domyslasz, nie bez przyczyny akurat ten obiekt starozytnej
architektury egipskiej dat nazwe rodzinie ostrostupow.



Piramidy Giza

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Piramida Cheopsa jest najwigkszym na Swiecie ostrostupem prawidtowym czworokgtnym.
Gdyby z materiatu uzytego do jej budowy zbudowa¢ mur o wysokosci 3 metrow i grubosci
25 centymetrow, to mozna by tym murem otoczy¢ catg Polske. Przypomnijmy, ze budowa tej
piramidy, pomimo jej monstrualnych rozmiarow, trwata tylko 20 lat. W tym materiale
udoskonalisz umiejetnos¢ rozpoznawania bryt, ktore sg ostrostupami, poznasz ich
podstawowe wlasnosci i konsekwentnie nauczysz si¢ wykorzystywa¢ wlasnosci miarowe
figur do rozwigzywania zadan o ostrostupach.

Twoje cele

e Rozpoznasz, ktore bryly sa ostrostupami.
o Okreslisz podstawowe elementy, ktore definiujg ostrostup.
 Zastosujesz umiejetnosc¢ rzutowania do tworzenia szkicu ostrostupa, ktory utatwi Ci

zaplanowanie rozwigzania zadania.



Przeczytaj

Istnieja rozne opinie co do matematycznej definicji wielo$cianu. Jugostowianski
matematyk Branko Griinbaum (1929 - 2018) wyrazit nastepujaca opini¢: ,,Grzech
pierworodny teorii wielo§cianéw popeliony zostat juz w czasach Euklidesa, i byt
popetniany przez Keplera, Poinsota, Chauchy’ego i wielu innych. Nigdy nie udato im si¢
okresli¢, czym sg wieloSciany.” Aby nie powtorzy¢ tego bledu, zacznijmy od definicji

ostrostupa.

Definicja: Ostrostup

Ostrostupem nazywamy taki wielosScian, ktorego podstawa jest dowolny wielokat,

a Sciany boczne sg trojkagtami o wspolnym wierzchotku, ktory nie nalezy do

plaszczyzny podstawy.

Zobacz, jak r6zne mogg by¢ ostrostupy. Uzyj punktow na suwakach, aby zmieniac
rodzaj ostrostupa, jego wysokos$¢ i promien. Poruszajgc myszka na ilustracji mozesz
zaobserwowac ksztatlt bryly z roznej perspektywy. Przeciagnij myszka, aby bryta
zaczela si¢ obracac. Zwrdoc¢ uwage na te elementy bryl, ktore wystepuja w definicji
ostrostupa. Pamietaj, ze nazwa ostrostupa pochodzi od ilo$ci bokow wielokgta
podstawy. Stad na przykiad ostrostup czworokatny, to ostrostup, ktorego podstawa
jest czworokat. Jednoczes$nie jednak ten sam ostrostup mozna nazwac piecioScianem,
bo jest to wieloscian o pieciu Scianach. Z drugiej strony, nie kazdy piecioScian jest
ostrostupem czworokatnym! Uwazaj zatem, czytajac teksty zadan, by prawidtowo

zinterpretowac bryle, ktorej nazwe zamiescit autor.
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /Dou500Gxe

Nazwijmy teraz podstawowe elementy ostrostupa, aby moc precyzyjnie je
charakteryzowac i opisywac. Przypomnijmy podstawowe nazewnictwo, ktorego

bedziemy uzywac¢ w przypadku ostrostupow:

Pracujac na lekcjach matematyki w dziale stereometrii, szybko mozna zauwazyc, ze
analiza treSci zadania jest jednym z najwazniejszych etapow jego rozwigzania.

W zadaniach z geometrii, oproécz umiejetnosci poprawnej interpretacji poje¢ uzytych
w poleceniu, kluczowe znaczenie dla rozwigzania zadania ma naszkicowanie
uzytecznego rysunku. Na ponizszym przykladzie mozesz zauwazyc, ze ta sama bryla
obserwowana i rysowana w rzucie rownoleglym pod roznymi katami, moze by¢
odebrana przez nas w zupetnie inny sposob. Postugujac sie ponizszym apletem

i zmieniajac za pomoca myszki kat obrotu dookota osi poziomeji osi pionowej,
obserwuj, ktora pozycja jest lepsza, by zauwazy¢ najbardziej charakterystyczne

wlasnosci bryly na plaskim rysunku. Przeciagnij myszkg, aby bryla zaczeta sie obracac.


https://zpe.gov.pl/a/Dou500Gxe

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /Dou500Gxe

Skupimy sie teraz na szkicowaniu ostrostupow na ptaszczyznie. Nalezy zaznaczy¢, ze
rysunek nie jest tu celem, jak na przyktad w zadaniach konstrukcyjnych, ale jednym ze
srodkow do uzyskania rozwigzania zadania. Dlatego tez rysunek sporzgdzamy tak, aby
byly w nim mozliwie najbardziej uwidocznione te elementy i te zaleznosci, ktore
wykorzystamy rozwigzujac problem. Rysujemy wiec w rzucie calg bryte lub tylko jej
czes¢. Niekiedy obok rysunku zasadniczego wykonujemy rysunki pomocnicze $cian lub
przekrojow ostrostupa tak, jak wygladaja one w rzeczywistosci, to znaczy nie

znieksztalcone w procesie rzutowania.

Majac rysunek przeprowadzamy analiz¢ warunkoéw zadania, co powinno doprowadzic
do uSwiadomienia sobie wlasnosSci danego ostrostupa i zaleznoSci miedzy jego
elementami. Powinno rowniez pozwoli¢ na wykrycie nowych zwigzkow i zaleznoS$ci

miedzy elementami bryly, a czasami rowniez do korekty pierwotnego rysunku.

Przyktad 1

Dany jest ostrostup, ktoérego podstawg jest prostokat o bokach pozostajacych

w stosunku dwa do jednego, a spodek wysokosci ostrostupa pokrywa sie z jednym
z wierzchotkoéw podstawy. Oblicz sume dtugos$ci krawedzi bocznych tego
ostrostupa, jezeli wiadomo, ze jego wysokos¢ ma dlugos$¢ 18 cm i jest trzykrotnie

dtuzsza od krotszego boku prostokata podstawy.
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Rozwigzanie:

Zwrocmy uwage na fakt, ze najbardziej istotnym elementem charakteryzujacym
nasz ostrostup jest informacja o jego spodku wysokosci. Jezeli pokrywa sie

z jednym z wierzchotkoéw podstawy, to jedna z krawedzi bocznych ostrostupa jest
jednoczesnie jego wysokoscig. Wykonujemy odpowiedni szkic do zadania:

Zauwazmy, ze z definicji prostej prostopadtej do ptaszczyzny wynika, ze Sciany
ostrostupa SAB oraz SAD s3 trojkatami prostokatnymi. Ponadto z tre$ci zadania
mamy dane dtugosci |[SA| = 18,|AD| =18 :3 =6oraz |AB| =2-|AD| = 12.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa odpowiednio dla ASAB oraz ASAD
otrzymujemy:

|BS|? = 182 + 122
|BS|” = 468
|BS| = 6113

oraz analogicznie



|DS|* = 187 + 62
|DS|? = 360
|DS| = 610

Pozostaje obliczenie dlugo$ci krawedzi SC' ostrostupa. W tym celu wro¢my do
analizy wlasnosci bryly. Zauwazmy, Ze rzutem prostokatnym prostej SB na
plaszczyzne podstawy jest prosta AB oraz kat ABC jest prosty. Z twierdzenia
o trzech prostych prostopadtych wynika zatem, ze kat SBC jest prosty, czyli
ASBC jest prostokatny

Inaczej uzasadnic¢ te sama wiasno$¢ mozna, dorysowujgc prostopadtoscian

zawierajacy nasz ostrostup.

o
A B

Poniewaz w tym prostopadto$cianie krawedz BC' jest prostopadia do plaszczyzny
ABS, to jest prostopadia do kazdego odcinaka zawartego w tej ptaszczyznie,

w szczegblnosci do odcinka BS. Ponownie mozemy zatem wykorzystac
twierdzenie Pitagorasaw ASBC:

1SC|? = |BS|* + | BC|?
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1SC|* = 468 + 36
|SC| = 6v14
Ostatecznie suma dtugosci krawedzi bocznych danego ostrostupa jest rowna

|AS| + |BS| 4 |CS| + |DS| = 18 + 6+/13 4 6+/14 + 61/10 =
:6-<3+\/1_0—|—\/1—3+\/ﬂ)

Zauwazmy, ze W rozwigzaniu tego zadania najbardziej istotnym krokiem byto
zauwazenie, ze Sciana SBC jest trojkatem prostokgtnym. Warto zapamietac, ze
w takim ostrostupie réwniez §ciana SDC jest trojkgtem prostokatnym, czego
dowodzimy analogicznie, jak w przypadku trojkata SBC.

Przyktad 2

Podstawa ostrostupa jest romb o boku 16 i kacie ostrym o = 45°. Spodek
wysokosci ostrostupa jest punktem przecigcia si¢ przekatnych podstawy.
Wiedzac, ze dlugos¢ wysokosci ostrostupa jest rowna dltugosci dtuzszej przekatnej

podstawy ostrostupa, oblicz pole jednej $ciany bocznej ostrostupa.
Rozwigzanie:
Podstawg ostrostupa jest romb, a wiec jego boki sg rownej dlugosci, przekatne zas

dzielg sie na potowy, sg do siebie wzajemnie prostopadte i sa dwusiecznymi katow

wewnetrznych rombu.



Zauwazmy jednak, ze szkic takiej bryly jest identyczny ze szkicem ostrostupa
o podstawie kwadratu. Aby lepiej zapami¢tac, ze podstawa jest rombem o kacie
45°, narysujmy obok ten czworokat bez znieksztalcen rzutowych.

C D

45
A B

Wazna jest dla nas dtuzsza przekgtna rombu, bo rowna jest wysokosci ostrostupa.
Zauwazmy, ze dlugo$¢ odcinka AC' mozna obliczy¢ korzystajac z twierdzenia
cosinusow dla trojkata AC'D, ktérego kat rozwarty ma miare 135°.

|AC|? = |AD|? + |DC|? — 2|AD| - |DC| - cos 135°

|AC)? = 256 4256 — 2-16 - 16 - (— cos45°)
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|AC|? = 512+ 512 L2

|AC| = V512 + 256v/2

Wysoko$¢ SO ostrostupa jest zatem rowna V512 + 2564/2 i tworzy katy proste
z kazdg prostg podstawy przechodzgca przez punkt O. Aby obliczy¢ wysoko$¢
Sciany bocznej ostrostupa (potrzebng do wyznaczenia jej pola), wystarczy zatem
obliczy¢ dlugosc¢ promienia okregu wpisanego do rombu. Mozemy to zrobic

wyznaczajac potowe wysokosci rombu.

D C

A G B

Korzystamy z warto$ci sinusa kata 45° w A AG D, pamietajac, ze bok rombu ma
dtugos¢ 16. Promien okregu wpisanego w romb jest rowny

r = % - 16sin45° = % - 8v/2=4v2 Korzystamy teraz z twierdzenia Pitagorasa
w trojkacie SOG.



1ISG|* = |SO|? + |0G|?
5G|2 = (512 + 256v/2) + (4\/5)2

ISG|? = 512 + 256+/2 + 32

1SG| = /544 + 256+/2

Teraz mozemy juz obliczy¢ pole Sciany boczne;j.

P=1.16-1/544 4 256v/2 = 32/34 + 1612

Zauwazmy, ze tym razem kluczowym elementem rozwigzania zadania bylto
obliczenie wysoko$ci Sciany bocznej ostrostupa. Niestety czestym bledem jest
zalozenie, ze $ciana boczna jest trojkatem rownoramiennym, a co za tym idzie, ze
punkt G jest srodkiem odcinka BC. Wynika to wla$nie z niejednoznacznosci

rysunku rzutowego ostrostupa o podstawie rombu i ,utozsamianiu” go

z rysunkiem ostrostupa o podstawie kwadratu.

Stownik

wieloscian



wieloScianem nazywamy bryle przestrzenna, ktorej wszystkie Sciany sg
wielokatami

twierdzenie cosinusow

twierdzenie okreslajagce zwigzek miedzy katem wewnetrznym trojkata i bokami
tego trojkata. W dowolnym trojkgcie kwadrat dtugosci jednego z bokow jest rowny
sumie kwadratow dlugosci pozostatych dwoch bokow pomniejszonej o podwojony
iloczyn tych bokow i cosinusa kata miedzy nimi zawartego

twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Twierdzenie pozwalajgce ustali¢ prostopadto$¢ prostych w przestrzeni. Jezeli
prosta b jest rzutem prostokgtnym prostej a na dang ptaszczyzna, to prosta c
lezgca w tej ptaszczyznie jest prostopadia do prostej a wtedy i tylko wtedy, gdy
jest prostopadta do proste;j b.



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym filmem edukacyjnym. Ukazuje on matematyke w naszym otoczeniu,
o ktorej wszyscy wiedzg, ale nie wszyscy jg dostrzegaja. Zwrdc uwage na rozne ksztatty bryt,
ktére potocznie nazywamy piramidami. Czy w swoim codziennym otoczeniu tez potrafisz
wskazac obiekty, ktére majg podobne ksztatty? Zréb zdjecia takich obiektoéw i przedstaw je

kolegom i kolezankom na lekcji o ostrostupach.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/Di6pQJSIK

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego ostrostupa i jego elementow.

Polecenie 2

Konstrukcja ze stali i szkta ozdabiajaca wejscie do Muzeum Luwr w Paryzu powstata w 1989
roku. Jest to ostrostup czworokatny o podstawie kwadratu, zaprojektowany przez architekta
leoh Ming Pei. KrawedzZ podstawy tego ostrostupa ma okoto 36 metréw a wszystkie jego
krawedzie boczne majg po okoto 33 metry. Oblicz, jakg powierzchnie ma szkto tworzace Sciany

boczne tej charakterystycznej dla Francji piramidy.

Polecenie 3

Wykorzystujac informacje z filmu i z innych zrédet dotyczace piramidy Cheopsa, oblicz jakim
procentem pola powierzchni bocznej tej piramidy jest powierzchnia piramidy w Paryzu

omawianej w poprzednim pytaniu.


https://zpe.gov.pl/a/Df6pQJSlK

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @
Dane s3 trzy ostrostupy. Uzupetnij ponizszg tabele, przeciaggajac poprawne odpowiedzi

w puste komorki. Pamietaj, ze kazdej odpowiedzi mozesz uzy¢ tylko raz.

Cwiczenie 2 @

Cwiczenie 3 Q@




Cwiczenie 4 )]
ABCDEFGH jest szescianem o krawedzi dtugosci 4.

ax
4

Cwiczenie 5 @
Udowodnij, ze dla dowolnego ostrostupa czworokatnego ABC DS, ktérego wspdlnym
wierzchotkiem wszystkich $cian bocznych jest wierzchotek S, prawdg jest, Ze suma
dtugosci wszystkich jego krawedzi bocznych jest wieksza od sumy dtugosci

przekatnych podstawy tego ostrostupa.



Cwiczenie 6
Dany jest szescian ABCDA'B'C'D’ o dtugosci krawedzi 12. Rozpatrzmy ostrostup
ACDS, gdzie punkt S jest srodkiem krawedzi DD’. Oblicz pole $ciany AC'S tego

ostrostupa.

Cwiczenie 7 @
Podstawa ostrostupa jest romb o boku 6 i kacie ostrym o« = 60°. Spodek wysokosci
ostrostupa jest punktem przeciecia sie przekatnych podstawy. Wiedzac, ze dtugosc
wysokosci ostrostupa jest réwna dtugosci krotszej przekatnej podstawy ostrostupa,

oblicz pole jednej sciany bocznej ostrostupa.

Cwiczenie 8 @
Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat o bokach dtugoéci 8 i 8v/2,

|CD| > | BC|. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja dtugosc 8. Niech punkty
M oraz N beda odpowiednio srodkami krawedzi C'S oraz C'D ostrostupa. Oblicz
obwadd trojkata BMN.



Dla nauczyciela

Autor: Bozena Koprowska
Przedmiot: Matematyka
Temat: Ostrostup i jego elementy

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny: liceum ogolnoksztatcgce, technikum. Zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
X. Stereometria. Uczen:

6) Oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadiej do ptaszczyznyi o trzech prostopadtych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,
kompetencje cyfrowe,
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje w grupie bryl (w szczegolnosci wieloScianow) te, ktore sg ostrostupami

e rozpoznaje w ostrostupach podstawowe jego elementy (np. wysokosS¢ ostrostupa,
wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa, spodek wysokosci ostrostupa)

e przeprowadza proste rozumowanie pomagajace ustali¢ strategie rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm



Metody i techniki nauczania:

» formutowanie wnioskéw w oparciu o modele bryt, aplety geogebry przedstawiajace
ostrostupy w rzucie,

o dyskusja,

e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« modele ostrostupow

» komputer z gloSnikami i dostepem do internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

o projektor multimedialny/tablica interaktywna

Przebieg lekc;ji:
Faza wstepna:

Przed lekcja nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie sobie definicji ostrostupa i jego
podstawowych elementow. Uczniowie mogg sie przygotowac do lekcji korzystajac
z pierwszych trzech apletow z czesci ,Przeczytaj.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel rozpoczyna lekcje od prezentacji filmu edukacyjnego, z czesci
multimedialnej materialu. Uczniowie wspolnie rozwigzuja zadania, przypominajgc
podstawowe definicje. Nauczyciel ewentualnie koryguje postrzeganie elementow
charakteryzujgcych ostrostup. Pomaga réwniez szybko odnalez¢ brakujacy wymiar
z zadania drugiego. Nauczyciel poleca, by po lekcji uczniowie wyszukali w swoim

otoczeniu modele ostrostupow, zrobili ich zdjecia i przygotowali autorskie zadanie dla

kolegow z klasy, wzorowane na zadaniach z czes$ci multimedialnej lekciji.

2. Nauczyciel poleca uczniom zapisanie w zeszycie tekstu przykladu pierwszego z czesci

»Przeczytaj”. Uczniowie 13czg sie w grupach 3-osobowych i pracuja nad opracowaniem

czytelnego szkicu bryly w rzucie. Wybrany uczen prezentuje swoj rysunek,
argumentujgc, dlaczego ukazatl ostrostup z takiej perspektywy. Uczniowie wyrdzniaja
na tym szkicu elementy ostrostupa wystepujace w tekscie zadania.

3. Metoda burzy m6zgow uczniowie ustalajg strategie rozwiazania zadania i zapisujg ja
w zeszytach. Nastepnie w grupach 3-osobowych rozwigzujg przyktad zgodnie
z opracowang procedura.



4. Nauczyciel zapoznaje uczniow z drugim przyktadem z czesSci ,Przeczytaj”. Tym razem
uczniowie w grupach opracowujg samodzielnie sposob naszkicowania bryly, strategie
rozwigzania i wykonujg polecenie. Nauczyciel pomaga poszczeg6lnym grupom. Jesli sg
grupy pracujace sprawniej od pozostatych, nauczyciel deleguje jej cztonkow do pomocy
tym uczniom, ktorzy nie radzg sobie z praca.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel w dyskusji z uczniami ustala, ktore etapy rozwigzywania zadania ze
stereometrii s najistotniejsze, ktore sprawity uczniom najwiekszy klopot. Podkresla
najistotniejsze uwagi dotyczace strategii rozwigzywania zadan.

2. Nauczyciel prosi uczniow, ktorzy nie otrzymali prawidtowego wyniku
w rozwigzywanym przyktadzie, o uzupelnienie rozwigzania tego zadania przy pomocy
czesci ,Przeczytaj’.

Praca domowa:

1. Nauczyciel poleca uczniom powrot do czesci multimedialnejlekcji. Prosi ponownie
o stworzenie wlasnego zadania wykorzystujagcego pewien ostrostup z otoczenia
uczniow. Na nastepnych zajeciach uczniowie beda mieli mozliwos¢ zaprezentowania
wynikow swojej pracy.

2. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:
Ostrostup i jego wiasnosci
Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania danego multimedium:

Film edukacyjny uczniowie moga wykorzystac przed lekcja jako wprowadzenia do tematu
,Ostrostupy i jego elementy”.
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