Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych
katow rozwartych
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Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych
katow rozwartych
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Zrédto: dostepny w internecie: Obraz emememy z Pixabay.

Umiemy wyznacza¢ wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych - badamy wtedy
stosunki dtugosci odpowiednich bokéw trojkata prostokatnego, w ktorym jeden z katow
ostrych to interesujacy nas kat. Jak wyznaczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych katow
rozwartych?

W tym materiale wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katow 1207, 135° i
150°.

Twoje cele

» Wykorzystasz definicje funkcji sinus, cosinus i tangens do obliczania warto$ci katow
rozwartych.

» Zastosujesz wyliczone warto$ci funkcji trygonometrycznych do rozwigzywania
zadan.



https://pixabay.com/pl/users/emememy-9418686/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771

Przeczytaj

Definicje funkcji trygonometrycznych

Rozwazmy dowolny kat skierowany. Rysujemy go w uktadzie wspotrzednych w taki sposob,
ze jedno z jego ramion pokrywa si¢ z dodatnig potosig X. Niech punkt P = (x;y) bedzie
dowolnym punktem lezacym na koncowym ramieniu wybranego kata. Odlegtos¢ punktu P
od $rodka uktadu wspotrzednych nazywamy promieniem wodzacym punktu P i oznaczamy

jako 7.

Przyjrzyj sie ponizszej galerii zdje¢ i przypomnij sobie definicje funkcji trygonometrycznych
katow w uktadzie wspotrzednych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Db69JEScL

Obliczajgc warto$ci funkciji trygonometrycznych dla katow 120° i 150°, wykorzystamy
trojkat rownoboczny o boku 7:


javascript:void(0);
javascript:void(0);
https://zpe.gov.pl/a/Db69JEScL

Wartosci funkcji trygonometrycznych kata 120°

Umieszczamy trojkat rownoboczny odpowiednio w ukladzie wspotrzednych, wykorzystujac
fakt, ze: 120" = 180" — 60°:

=Y

Punkt P o promieniu wodzacym réwnym r, lezacy na ramieniu koncowym kata 120° ma

wspélrzedne:z = 5 iy = TTﬁ,tj-P: (_TT, r\z/g)

Z definicji funkcji trygonometrycznych mamy, ze:

/3
. oy V3
sin120° = s =X 5
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cos120° = £ = 2 :—%

<

tg120° = L = Z = —/3

Tangens 120° mozemy rowniez wyliczy¢ stosujgc poznany wczesniej zwiazek miedzy
funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata: tg o = S22

cosa *

. V3 _
° in 120 5
tg 120" = iosl20° TI;_ = _\/3

Wartosci funkcji trygonometrycznych kata 150°

Umieszczamy trojkgt rownoboczny odpowiednio w ukladzie wspotrzednych, wykorzystujac
fakt, ze: 150" = 180" — 30":

,____________..__
N

Punkt P o promieniu wodzacym rownym r, lezacy na ramieniu koncowym kata 150° ma

wspolrzedne: x = —TT*/g iy= %,tj.P — (—2\/5; g)

Z definicji funkcji trygonometrycznych mamy, ze:

. o = 1
sin150" = £ = 2 = >
i
o . . V3
cosl50—%— I = —
c_ ¥ _ 3 1 _ _1v3 _ 3
tg 150 B A A

sin

Tangens 150" mozemy réwniez wyliczy¢ korzystajac ze wzoru: tgo = —-o -



1
o sinl50° _ 3 _ -1 __ —/3
tg150 " cos1b50° T —v3 -
2

Wartosci funkcji trygonometrycznych kata 135°

Obliczajgc warto$ci funkcji trygonometrycznych kata 135° wykorzystamy kwadrat
o przekatnej dlugosci ,r". Bok takiego kwadratu ma dtugo$¢ = 2.

g _ 3 _ 13
WeCa="3 T vava T 2

Umieszczamy kwadrat odpowiednio w uktadzie wspolrzednych, wykorzystujgc fakt, ze:
135" =180" — 45":



~ Y

Punkt P o promieniu wodzacym roéwnym r, lezacy na ramieniu koncowym kata 135° ma
wspotrzedne: x = —TT*/Q iy= "T*/Q, tj P = (

—r/2 . /2 )
2 2 )
Z definicji funkcji trygonometrycznych mamy:

sin135° = % =

cos135° =

tg135° = £ =

Tangens 135" mozemy rowniez wyliczy¢ korzystajac ze wzoru: tg o = %
tg 135° = sin135°

2 —\/5 =1

cos135” T _—v2 -

2

Zbierzmy wyliczone wartosci funkcji w tabeli:

V2



o 120° 135° 150°
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tga —3 =1 =

Przyktad 1

Punkt P = (—1;y) lezy na koncowym ramieniu kgta 120°. Obliczymy druga wspotrzedna
tego punku.

Rozwigzanie
Oznaczymy przez r dtugo$¢ promienia wodzacego punktu P.

Poniewaz znamy warto$¢ odcietej punktu P, to korzystamy z definicji cosinusa:
cos120° = =,
1

L a .
Mamy wiec > = —5 iz = —1, zatem

-1 1 . o
- = —7,W1€C7’— 2.

Do wyznaczenia wartosci rzednej punktu P wykorzystamy definicje sinusa kata:
sin120° = £.
Mamy wiec £ = @ ir =2 codaje: § = @, stad y = v/3.

Wspolrzedng ,,y” mozemy wyznaczy¢ takze ze wzoru: r = \/m Po jego
przeksztalceniu otrzymamy: y2 = r?

— z2. Podstawiajagc = —1i7 = 2 otrzymamy:
Y =22 (1) =3
Sa dwie liczby ktorych kwadrat wynosi 3:

V3i—+/3

a poniewaz punkt P znajduje si¢ w drugiej cwiartce uktadu wspoétrzednych, gdzie y > 0,
wiecy = V3.

Odpowiedz:

Druga wspotrzedna punktu P wynosi v/3.
Przyktad 2


javascript:void(0);

Punkt P = (z;y) lezy na koncowym ramieniu kata 135°. Wiedzac, ze promien wodzgcy
tego punktu: r = 3v/2, obliczymy wspolrzedne punktu P.

Rozwigzanie

Poniewaz znamy dlugo$¢ promienia wodzacego punktu P, to do wyznaczenia wartosci

rzednej tego punktu wykorzystamy definicje funkciji sinus: sin135° = £.
Skoro 7 = 3v/2, to zachodzi réwnosc % = @ Po przeksztatceniu otrzymujemy, ze

yz@%x/?,(:zyliyz@:%:&

Do wyznaczenia wartosci odcietej punktu P wykorzystamy definicje cosinusa:
cos135° = .

Mamy zatem 3\9”/5 = —@, wiec po przeksztalceniu otrzymujemy, ze:
p=—Y2.3y2 = Y22 __32_ 3

Ostatecznie: P = (—3; 3).
Inne sposoby wyznaczenia wspolrzednej ,,z”:
Znajac warto$¢ y mozemy wyliczy¢ warto$é  rowniez ze wzoru: 7 = /z2 + 2.
Po przeksztalceniu wzoru otrzymamy: z2 = r? — %, a podstawiajagc y = 3ir = 3v/2
otrzymujemy:
2 5
2? = (3%2) (32 =18-9=9
Sa dwie liczby, ktorych kwadrat wynosi 9: 3 i (—3), a poniewaz w drugiej ¢wiartce uktadu

wspotrzednych z < 0, wigc ¢ = —3.

Mozemy rowniez wykorzystac fakt, ze przyprostokgtne w trojkacie prostokatnym
rownoramiennym sg rowne, wiec * = —y (bo w II ¢wiartce uktadu wspotrzednych < 0
), czylix = —3.

Odpowiedz:

P =(-3;3).
Przyktad 3

V3 cos150°++/25in135°
tg? 150° :

Obliczymy wartoS¢ wyrazenia:

Rozwigzanie



V3cos150°+4/2sin135° _ _ *% _ 1 3 — _ 3
tg2 150° - (_\/3 2 — T3z — I T2 - T2
= ’ :
Odpowiedz:

Warto$¢ wyrazenia wynosi (— %) .
Przyktad 4

. 4 . 9sin150°+4 cos 120°
Obliczymy wartos¢ utamka: 53 5205 cociz0™ -

Rozwigzanie
1 —1 9 4 5
9sin150°+4cos120° _ 93H4(5) _ 3-5 3 1
i °_ ° T 1 —1 - 3 2 5
3sin 150" —2 cos 120 3.372.(7) 342 <
OdpowiedZ:

Wartos¢ utamka wynosi 1.

Stownik
kat skierowany

para uporzadkowanych potprostych o wspolnym poczatku, z ktorych pierwszg
nazywamy ramieniem poczatkowym, a druga ramieniem koncowym kata skierowanego
ramie koncowe kata skierowanego

drugie ramie¢ kata skierowanego



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujagca wyznaczanie z definicji wartosci funkgji
trygonometrycznych katéw 120°, 135°, 150°. Nastepnie rozwiaz zadania i poréwnaj

z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DgiOKB567

Animacja nawigzujaca do tresci lekcji dotyczacejwartosci funkeji trygonometrycznych
wybranych katoéw rozwartych.

Polecenie 2

Punkt P = (z, y) lezy na koncowym ramieniu kata 150°. Wiedzac, ze dtugos¢ promienia

wodzacego r = 4, oblicz wspdétrzedne punktu P.

Polecenie 3

sin®120°-cos 150°
tg135°-tg60° °

Oblicz bez uzycia tablic:



https://zpe.gov.pl/a/DgiOKB567

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6




Cwiczenie 7 @

Potacz w pary wyrazenia sobie rowne.

<span aria-label=" minus, sinus nawias, sto osiemdziesiat °, minus, czterdziesci pie¢ °,
zamkniecie nawiasu" role="math"><math><mo>-</mo><mi>sin</mi><mfenced >
<mrow><mn>180</mn><mo>°</mo><mo>-</mo><mn>45</mn><mo>°</mo>
</mrow></mfenced></math></span>, <span aria-label="poczatek utamka, jeden,
mianownik, tangens nawias, sto osiemdziesiat °, minus, szes¢dziesiat °, zamkniecie
nawiasu, koniec utamka" role="math"><math><mfrac><mn>1</mn><mrow>
<mi>tg</mi><mfenced><mrow><mn>180</mn><mo>°</mo><mo>-</mo>
<mn>60</mn><mo>°</mo></mrow></mfenced></mrow></mfrac></math>
</span>, <span aria-label=" minus, kosinus nawias, sto osiemdziesiat °, minus, trzydziesci
°, zamkniecie nawiasu" role="math"><math><mo>-</mo><mi>cos</mi><mfenced >
<mrow><mn>180</mn><mo>°</mo><mo>-</mo><mn>30</mn><mo>°</mo>

</mrow></mfenced></math></span>

sin(180°—60°)

tg(180°—30°)

cos(180°—45")

Cwiczenie 8 @



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podgorna

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoSci funkcji trygonometrycznych wybranych katéw rozwartych
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45°,60°;

2

sina .

, )
4) korzysta z wzorow sin” a + cos ey

a=1tga =

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

« wylicza warto$ci funkcji trygonometrycznych katow 120°, 1357, 150° korzystajac
z definicji funkciji trygonometrycznych;

 stosuje zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata;

« wykorzystuje wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 30°,45° i 60° do
wyznaczania dlugosci odcinkow w trojkatach prostokatnych;

« analizuje metody obliczania wartoéci katow 120°, 135", 150° oraz wybiera
najefektywniejsza.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny;

e burza mozgow;

o pokaz multimedialny;

» praca pod kontrolg nauczyciela.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu;
 rzutnik multimedialny;
e e-podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja definicje funkcji trygonometrycznych (zapisuja je na tablicy).

2. Uczniowie podaja zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi (zapisujq je na
tablicy).

3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

2. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materiatu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj.

3. Uczniowie w grupach analizuja wyznaczanie wartosci katow 1207, 1357, 150° oraz
przykitady zawarte w sekcji ,Przeczytaj.

4. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.

5. Po dyskusiji zapisuja w formie tabeli wartosci funkciji trygonometrycznych wybranych
katow rozwartych.

6. Uczniowie ogladajg animacje i omawiajg ja wraz z nauczycielem.

7. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.



Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela; uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate
a nauczyciel udziela wyjasnien.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktoére nie zostaly rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg obejrze¢ animacje w celu przypomnienia sobie wiadomosci przed
sprawdzianem.
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