Punkty, proste i ptaszczyzny w przestrzeni

Przykladowe obrazy, w ktorych zastosowano perspektywe wywotujacg sugestie gtebi
przestrzennej. Zasady rzutu rownoleglego. Rysowanie szeScianu zgodnie z zasadami rzutu
rownoleglego.

Przedstawienie plaszczyzny wyznaczonej przez: trzy rozne punkty niewspotliniowe, prosta
i punkt, ktory do niej nie nalezy,
dwie proste przecinajgce si¢.

Twierdzenie o dwoch réznych ptaszczyznach nierownoleglych. Trzy przypadki opisujace
wzajemne potozenie dwoch plaszczyzn.

Definicja prostej rownolegtej do ptaszczyzny. Definicja prostej przebijajacej ptaszczyzne. Trzy
przypadki, opisujace wzajemne potozenie prosteji plaszczyzny.

Dwie proste przecinajace si¢. Dwie rozne proste rownolegle. Pary prostych, ktore nie majg
punktow wspolnych i nie lezg w jednej plaszczyznie. Definicja prostych sko$snych

w przestrzeni. llustracja czterech przypadkow opisujacych wzajemne potozenie dwoch
prostych w przestrzeni.

Definicja prostej prostopadtej do ptaszczyzny. Twierdzenie: o prostej prostopadiejdo
plaszczyzny. Okreslenie dwoch plaszczyzn prostopadtych. Rzut prostokatny punktu na
plaszczyzne. Okreslenie potozenia prostej wzgledem plaszczyzny. Definicja kata nachylenia
prostej do plaszczyzny. Przykiad: maszt z odciggami.

Regula o trzech prostych prostopadlych. Okreslanie trojkatow bedacych Scianami bocznymi
ostrostupa.

Prezentacja sposobu mierzenia kata nachylenia ptaszczyzny q do ptaszczyzny p, gdy te
plaszczyzny nie s3 ani rownolegte, ani prostopadte. Ustalanie miar katow dwusciennych.
Wyznaczanie siatki ostrostupa.

Okreslanie krawedzi przecigcia Scian ostrostupa. Sprawdzanie, czy proste sa rownolegle.

Twierdzenie o dwoch ptaszczyznach rownoleglych przecietych plaszczyzna. Okreslanie
szeSciokatnego przekroju szeScianu.






Punkty, proste i ptaszczyzny w przestrzeni

W tym materiale poznasz pojecia zwigzane z prostymi i plaszczyznami w przestrzeni.
Dowiesz si¢ takze, w jaki sposob wyznaczamy kgt miedzy dwoma plaszczyznami. Zapoznaj
sie z nim przed przystagpieniem do rozwigzywania zadan zawartych w materiatach Proste
rownolegle, proste prostopadle oraz Ostrostup i jego wlasnosci.

Obraz przestrzeni zgodny z tym, jaki tworzy oko ludzkie, jest przedstawiany w malarstwie
lub rysunku za pomocg zasad perspektywy. Dzieki temu sposobowi ptaskiego
odwzorowania jesteSmy w stanie wyobrazi¢ sobie rzeczywisty ksztalt i wzajemne potozenie

Z

przedstawianych obiektow przestrzennych.

Zrédto: Patrick Hughes, dostepny w internecie: wikimedia.commons.org, domena publiczna.
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Takie kompleksowe podejScie do zwigzkoéw miedzy obiektami w przestrzeni nie bedzie
nam potrzebne. W kilku kolejnych rozdziatach bedziemy badac¢ jedynie wybrane wtasnosci
pewnych figur geometrycznych umieszczonych w przestrzeni trojwymiarowe;.

W przedstawionych przyktadach bedziemy si¢ starali przeprowadzi¢ rozumowanie
stosowne do zadanej sytuacji przestrzenne;j.

Wprowadzimy tez niezbedne definicje, a kluczowe zalezno$ci miedzy omawianymi
obiektami podamy jako twierdzenia.

Zwigzki miarowe w figurach przestrzennych bedziemy analizowa¢ za pomocg rysunkow
przedstawionych na ptaszczyznie. Przyjmujemy znang i stosowang w praktyce szkolnej
umowe, ze modele figur przestrzennych (ktore inaczej nazywamy brytami) bedziemy
odwzorowywac na plaszczyznie wedtug zasad rzutu rownolegltego.

W ten sposob figury rownolegte do kartki bedg przystajgce do ich obrazéw narysowanych
na kartce, a figury nieréwnolegte do kartki zmienig ksztalt.

Ponizej przedstawiony jest model szescianu ABC DEFG H narysowany wedlug
powyzszych zasad.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jego sciany ABF'E i CDHG leza w plaszczyznie réwnoleglej do kartki, wiec sa
narysowane jako kwadraty, a w przypadku pozostatych Scian narysowane s3
rownolegtoboki.

Punkty i proste w przestrzeni

W ponizszych przyktadach bedziemy ilustrowali ptaszczyzne w przestrzeni, pokazujac jej
wybrang czes$¢, istotng dla prezentowanych rozwazan. Zazwyczaj bedzie to prostokat
wyciety z tej plaszczyzny.

Na rysunku przedstawiona jest ptaszczyzna p; i lezace w niejdwa punkty A i B.
Przyktad 1

Rozpatrzmy prosta AB na plaszczyznie p;.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze oprocz plaszczyzny p; sg jeszcze inne, w ktorych lezy prosta AB.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozpatrzmy teraz plaszczyzne po rézng od py, w ktorejlezy punkt A, ale nie lezy w niej
punkt B.

Wtedy poza punktem A nie ma na prostej AB takiego punktuy, ktory lezy tez
w plaszczyznie ps.

Natomiast jezeli punkt C lezacy w plaszczyznie p; lezy rowniez w plaszczyznie po, to
wszystkie punkty prostej AC leza zarowno w plaszczyznie pq, jak i w plaszczyznie ps.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zauwazmy, ze:

 p; jest jedyna plaszczyzng, do ktorejnalezg wszystkie trzy punkty A, Bi C,
» p; jest jedyna plaszczyzng, do ktorejnalezy prosta AB oraz punkt C,
 p; jest jedyna plaszczyzng, do ktérejnalezg proste ABi AC.

Uogolniajac to spostrzezenie, stwierdzimy, ze plaszczyzna jest wyznaczona
jednoznacznie przez:

e trzy rozne punkty niewspolliniowe (zatem stolik na trzech nogach postawiony na
podlodze jest stabilny - nie bedzie si¢ chwiat),
e prostg i punkt, ktory do niej nie nalezy,

o dwie proste przecinajace sie.

Dwie ptaszczyzny
Twierdzenie: o dwoéch réznych ptaszczyznach nieréwnolegtych

Jezeli dwie rézne plaszczyzny p1 i p2 maja wspolne dwa rézne punkty A i B, to prosta
AB lezy zarébwno w plaszczyznie p1, jak i w plaszczyznie p2. Moéwimy wtedy, Ze prosta
AB jest krawedzia przeciecia tych plaszczyzn.

W przestrzeni istnieja rowniez pary plaszczyzn, ktore nie majg punktow wspolnych.
Definicja: R6zne ptaszczyzny réwnolegte

Dwie rozne ptaszczyzny, ktore nie majg punktow wspolnych, nazywamy ptaszczyznami
rownoleglymi.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Mozliwe s3 zatem trzy przypadki, opisujace wzajemne potozenie dwoch plaszczyzn:

» dwie plaszczyzny pokrywaja si¢ (kazdy punkt jednej ptaszczyzny nalezy rowniez do
drugiej ptaszczyzny),

» dwie plaszczyzny przecinaja si¢ (ich czescia wspolng jest wtedy prosta),

» dwie plaszczyzny nie majg punktoéw wspolnych (sa rownolegte).



Uwaga. Rozpatrzmy dwie ptaszczyzny rownolegle p; i ps oraz plaszczyzne ps, ktora nie jest
do nich rownolegla. Wowczas plaszczyzna ps przecina kazdg z ptaszczyzn p; oraz p,
wzdtuz prostej — odpowiednio k lub [.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Te proste lezg w jednej ptaszczyznie ps, ale nie majg punktow wspolnych, poniewaz lezg
w plaszczyznach réwnoleglych p; oraz ps. Oznacza to, ze proste k i [ sg takze réwnolegle.

Z drugiej strony: jezeli w kazdej z dwoch plaszczyzn rownoleglych p; oraz p, wybierzemy
proste rownolegle odpowiednio ki [, to przez te proste przechodzi dokladnie jedna
plaszczyzna.

Zatem plaszczyzna jest wyznaczona jednoznacznie rowniez przez dwie proste rownolegle.
Prosta i ptaszczyzna
Definicja: prosta réwnolegta do ptaszczyzny

Prosta, ktora nie lezy w plaszczyznie i nie ma z tg ptaszczyzng punktow wspolnych, jest
rownolegla do tej ptaszczyzny.

L

p

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uwaga. Przyjmujemy, ze kazda prosta lezaca w ptaszczyznie jest takze rownolegta do tej
plaszczyzny (jak np. prosta AB z poprzedniego przykladu, ktora lezy w plaszczyznie p1).



Definicja: prosta przebijajgca ptaszczyzne

Prosta, ktora nie lezy w plaszczyznie i nie jest do tej ptaszczyzny rownolegta, ma
dokladnie jeden punkt wspolny z tg ptaszczyzna. Moéwimy, ze prosta przebija ptaszczyzne
w tym punkcie.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Mozliwe s3 zatem trzy przypadki opisujace wzajemne potozenie prosteji ptaszczyzny:

» prostalezy na plaszczyznie (kazdy punkt prostejjest rowniez punktem ptaszczyzny),

e prosta przebija plaszczyzne (prosta ma dokladnie jeden punkt wspolny z ptaszczyzng),

e prosta jest rownolegla do plaszczyzny (prosta i ptaszczyzna nie majg punktow
wspolnych).

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiony jest graniastostup trojkatny ABCDEF o podstawach ABC'i
DEF.

1. Rozpatrzmy plaszczyzne pi, w ktorejlezy podstawa ABC. Prosta AB lezy w tej
plaszczyznie, prosta DFE jest do niejrownolegla, a prosta DC przebija ptaszczyzne p;
w punkcie C.
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Zrodto: GroMar, licencja: CC BY 3.0.

2. Rozpatrzmy plaszczyzne po, w ktorejlezy Sciana boczna BCFE. Prosta F'C'lezy w tej
plaszczyznie, prosta D A jest do niejrownolegla, a prosta DB przebija ptaszczyzne po
w punkcie B.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Rozpatrzmy plaszczyzne¢ ps, w ktorejleza punkty A, B oraz F. Trojkat ABF jest
ptaskim przekrojem graniastostupa ABC DEF plaszczyzng ps. Prosta AB lezy w tej
plaszczyznie, prosta C'F przebija ja w punkcie F', a prosta DFE jest do ptaszczyzny ps
rownolegta.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dwie proste w przestrzeni

Przypomnijmy, ze dwie proste przecinajgce si¢ oraz dwie rozne proste rownolegte lezg
w jednej plaszczyznie.

Istnieja w przestrzeni pary prostych, ktore nie majg punktow wspolnych i nie leza w jedne;j
plaszczyznie.
Przyktad 3

Wybierzmy w przestrzeni punkty A i B oraz taki trzeci punkt C, ktéry nie lezy na prostej
AB.

Plaszczyzne, ktorg wyznaczyly punkty A, B, C, oznaczmy przez p.

Rozpatrzmy teraz prosta k, ktéra przebija plaszczyzne p w punkcie C'i wybierzmy na
prostej k punkt D ro6zny od C.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pokazemy, ze proste AB i C'D nie majg punktow wspolnych.




Gdyby proste AB i C'D mialy punkt wspdlny, to te dwie proste wyznaczatyby
plaszczyzne. Poniewaz punkty A, B oraz C lezg w plaszczyznie p, wiec to wlasnie p
bytaby plaszczyzna wyznaczong przez proste AB i C'D. Jednakze punkt D nie lezy

w plaszczyznie p, co oznacza, ze proste AB i C'D nie majg punktow wspoélnych i nie lezg
w jednej plaszczyznie. Proste ABi C'D sg tak zwanymi prostymi skoSnymi.

Definicja: proste skosne w przestrzeni

Dwie proste w przestrzeni, ktore nie lezg w jednej ptaszczyznie, nazywamy prostymi
sko$nymi.
Przyktad 4

Na rysunku przedstawiony jest prostopadtoscian ABCDEFGH.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wykazemy, ze:

1. Proste ABi DH sa skosne.
Rozpatrzmy plaszczyzne Sciany ADHE. W tej plaszczyznie leza punkty A, Di H,
natomiast punkt B w niejnie lezy.
Zatem proste ABi DH s sko$ne.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



2. Proste AE i BH sa skosne.
Rozpatrzmy plaszczyzne Sciany ABFE. W tej plaszczyznie leza punkty A, Bi E,
natomiast punkt H w niejnie lezy. Zatem proste AE i BH sa sko$ne.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Proste BH i DG sa skosne.
Rozpatrzmy plaszczyzne $ciany DCGH, w ktorejleza punkty D, G i H. Punkt B nie
lezy w plaszczyZnie wyznaczonej przez punkty D, G'i H. Zatem proste BH i DG s3
sko$ne.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Mozliwe s3 zatem cztery nastepujgce przypadki opisujagce wzajemne potozenie dwoch
prostych w przestrzeni:

» proste pokrywaja si¢ (kazdy punkt jednej prostej nalezy rowniez do drugiej),

» proste lezg w jednej ptaszczyznie i przecinajg sie w jednym punkcie,

» proste lezg w jednej ptaszczyznie i nie majg punktow wspolnych (sg rownolegte),
» proste nie leza w jednej ptaszczyznie i nie majg punktow wspolnych (sg skosne).



Prosta prostopadta do ptaszczyzny. Kat nachylenia prostej do
ptaszczyzny

Omowimy teraz pojecie prostej prostopadlejdo ptaszczyzny.

W wielu sytuacjach praktycznych uzytkujemy sprzety, w ktorych dziataniu wida¢
zastosowanie modelu pojecia prostej prostopadtej do ptaszczyzny. Kazde skrzydta drzwi,
okna (o ile nie s3 uchylne), bramy czy furtki musza by¢ zamocowane na zawiasach do
pionowego, nieruchomego stupka oscieznicy (nazywanej tez futryng). Fachowiec, ktory
montuje takg oScieznice, musi sprawdzi¢, czy stupek jest umocowany w pionie. Za pomocg
odpowiednich narzedzi (np. poziomicy) weryfikuje ustawienie stupka, korzystajgc

z nastepujacej zasady: stupek jest ustawiony pionowo, gdy zostato ustalone, ze jest on
prostopadly do poziomu w dwoch réznych kierunkach.

Kiedy stupek oScieznicy jest zamocowany pionowo, to niezaleznie od tego, jak odchylimy
zamocowane do niego skrzydta drzwi, zawsze bedziemy mieli pewnos¢, ze sg one
ustawione wiasciwie (czyli prostopadle do poziomu).

Formalnie pojecie prostej prostopadtej do ptaszczyzny wprowadzamy za pomocg
nastepujacej definicij.
Definicja: prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Prostg k, przebijajaca ptaszczyzne p w punkcie O, nazywamy prostopadig do tej
plaszczyzny, gdy prosta k jest prostopadta do kazdej prostejlezacejw ptaszczyznie p
i przechodzacej przez punkt O.

Twierdzenie: o prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz dwie zawarte w tej plaszczyzZnie proste [ i m, ktore
przecinaja si¢ w punkcie O. Jezeli prosta k przebija ptaszczyzne p w punkcie O tak, ze
jest prostopadta zaréwno do prostej m, jak i do prostejl, to jest ona prostopadia do kazdej
prostejlezacejw plaszczyznie p i przechodzacej przez punkt O.

Dowod

Wybierzmy na prostej k punkt K rézny od O. Przez K/ oznaczmy punkt symetryczny do
K wzgledem O.

Rozpatrzmy w plaszczyznie p dwie proste:
» dowolng prostg n, ktéra przechodzi przez punkt O i jest rézna od kazdej z prostych k
il,
« dowolng prostg s, ktora lezy w ptaszczyznie p i nie przechodzi przez punkt O.

Przez L, M oraz N oznaczmy punkty, w ktérych prosta s przecina proste odpowiednio [,
min.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wtedy:

« wtréjkacie K K/M prosta OM jest prostopadia do K K/ i przechodzi przez $rodek
O tego boku, zatem jest symetralng boku K K/. Oznacza to, ze |M K| = |MK/|.

« wtréjkacie K K/L prosta OL jest prostopadia do K K i przechodzi przez $rodek O
tego boku, zatem jest symetralng boku K K/. Oznacza to, ze |LK| = |LK/|.

Poniewaz |[M K| = |MK/| oraz |LK| = |LK!|, wiec na mocy cechy bok - bok - bok
stwierdzamy, ze trojkaty M KL i M KL s3 przystajace. Stad wynikajg rownosci katow:
|[<KML| = |<KIML|oraz |<KLM| = |<KILM|.

Poniewaz |M K| = |MK/| oraz |<KMN| = |<K/MN|, wigc na mocy cechy bok - kat -
bok stwierdzamy, ze trojkaty M KN i M K/IN sq przystajgce. Stad |[NK| = |[NK/|, co
oznacza, ze trojkat K NK/ jest rownoramienny. W tym tréjkacie srodkowa ON
poprowadzona z wierzchotka miedzy ramionami jest prostopadta do podstawy K K.
Oznacza to, ze prosta n jest prostopadta do prostej k. To spostrzezenie konczy dowaod.

Uwaga. Poniewaz prosta K K jest prostopadta do ptaszczyzny p, wiec kazda z ptaszczyzn
przechodzacych przez prosta K K7:

 plaszczyzna wyznaczona przez punkty K, K/ oraz M,
 plaszczyzna wyznaczona przez punkty K, K/ oraz N,
» plaszczyzna wyznaczona przez punkty K, K/ oraz L

jest prostopadta do ptaszczyzny p.

Zatem dwie plaszczyzny nazywamy prostopadtymi, jesli jedna przechodzi przez prosta
prostopadly do drugie;.



Prowadzac prostopadlg na ptaszczyzne p z punktu A lezacego poza tg plaszczyzna,
przebijamy plaszczyzne p w punkcie B. Dlugos¢ odcinka AB wyznacza odlegtos¢ punktu A
od plaszczyzny p. Jezeli wybierzemy na ptaszczyznie p dowolny punkt P rézny od B, to jego
odleglos¢ od A jest wieksza od dlugosci odcinka A B, co natychmiast wynika

z zastosowania twierdzenia Pitagorasa w trojkgcie prostokatnym ABP.
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Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Punkt B nazywamy tez rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne p.

Rownie oczywiste jest spostrzezenie, ze wszystkie punkty prostej rownoleglej do danej
plaszczyzny sg rownoodlegle od tej ptaszczyzny.

k

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli natomiast dla pewnych dwoch punktow prostej odlegtosci od plaszczyzny sg rozne,
to ta prosta przebija ptaszczyzne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zauwazmy, ze rzutem prostokgtnym dowolnej prostej k na ptaszczyzne p jest prosta [, ktora
niekiedy nazywa si¢ $ladem prostej k na ptaszczyznie p.
Przyktad 5

Przy montazu terenowego masztu antenowego stosuje sie tzw. odciggi. S3 to zazwyczaj
linki stalowe o odpowiedniej wytrzymatosci. Jeden koniec odciggu jest polaczony

z konstrukcjg masztu, a drugi - z podtozem. Do mocowania odciggu w praktyce stosuje
sie regulowane potaczenia przegubowe zarowno od strony podioza, jak i masztu. Odciagi
rozmieszcza si¢ rownomiernie wokot osi masztu, w grupach po trzy lub cztery.

Zeby odciagi te jednakowo przenosity obcigzenia poziome, nalezy zadba¢ réwniez o to,
aby byty nachylone do ptaszczyzny podtoza pod takim samym katem.

—

Zrédto: Ratsbew, dostepny w internecie: https:/commons.wikimedia.org/, licencja: CC BY-SA 3.0.

Pokazemy, ze wszystkie te warunki sg zrealizowane, gdy miejsca potaczen odciaggow

z fundamentem znajduja si¢ w wierzchotkach wielokata foremnego, wpisanego w okrag
o srodku znajdujagcym si¢ w punkcie mocowania masztu do podtoza.

Rozpatrzmy model masztu z trzema odciggami (jak na rysunku).
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Spojrzmy na plaszczyzne p, w ktorejleza punkty A, B, C'i O. Punkty A, B, C znajduja sie
w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego, wpisanego w okreg o srodku O.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kazdy z odcinkow: OA, OB, OC jest rzutem prostokatnym odcinka odpowiednio: AW,
BW oraz CW na plaszczyzne p.

O
A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz |AO| = |BO| = |CO|, wiec na mocy cechy bok-kat-bok trojkaty prostokatne:
AOW, BOW,COW sa przystajace. Oznacza to, ze odcinki AW, BW oraz CW s3 rowne,
a takze rowne sg katy: OAW, OBW, OCW.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Kazdy z katéw: OAW, OBW, OCW uznajemy za kat nachylenia prostej odpowiednio:
AW, BW oraz CW do plaszczyzny p.

Przyjmujemy bowiem nastepujaca umowe.
Definicja: kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz prosta k, ktéra nie jest ani rownolegla, ani prostopadia do
plaszczyzny p. Kgtem nachylenia prostej k do ptaszczyzny p nazywamy kat ostry miedzy
ta prosta i jej rzutem prostokatnym [ na plaszczyzne p.

o

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 6

k

Rozpatrzmy model masztu OW z czterema odciagami AW, BW, CW oraz DW.

Przy opisanych wcze$niej zalozeniach: czworokat ABCD jest kwadratem, ktorego
przekatne przecinajg sie¢ w punkcie O.

A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz |AO| = |BO| = |CO| = |DOJ|, wiec na mocy cechy bok - kat - bok trdojkaty
prostokatne: AOW, BOW, COW oraz DOW s3 przystajgce. Oznacza to, ze rowne sg
katy nachylenia odcinkow AW, BW, CW oraz DW do plaszczyzny, w ktorejlezy
kwadrat ABCD.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

W graniastostupie prawidlowym trojkatnym ABCDEF podstawami s3 trojkaty ABC'i
DEF. Zaznaczymy kat, pod jakim przekatna DB $ciany bocznej ABED jest nachylona
do $ciany bocznej BCF'E.

D F

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wyznaczymy rzut prostokatny prostej BD na $ciang BCFE. Postawmy w tym celu
graniastostup na tej Scianie.

Zauwazmy, ze prosta BD przebija §ciang BCFE w punkcie B. Dany graniastostup jest
prosty, zatem plaszczyzny $écian DEF' i BCFE sa prostopadte. Ponadto trojkat DEF jest
rownoboczny, wiec rzutem prostokgtnym punktu D na $cianeg BCFE jest punkt G -
srodek krawedzi E'F'. Zatem katem ¢, pod jakim prosta DB jest nachylona do $ciany
BCFE, jest kat DBG.

A D

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych
Reguta: o trzech prostych prostopadtych

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz prosta k, ktora przebija te plaszczyzne w punkcie
P. Oznaczmy przez [ prosta, ktora jest rzutem prostokgtnym prostej k na ptaszczyzne p.

Wowczas dowolna prosta m lezaca w plaszczyznie p jest prostopadia do prostej k wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do prostej (.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dowad

Rozpatrzmy na prostej k punkt K rézny od P.Jego rzutem prostokatnym jest punkt L,
ktory lezy na proste;j (.

m ™~

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy prosta K L jest prostopadta do ptaszczyzny p, a wiec kazda plaszczyzna, ktora
zawiera prosta K L, jest prostopadta do p. Jedng z takich ptaszczyzn jest ta, ktorg
wyznaczaja proste k i l. Nazwijmy te plaszczyzne p!.

Rozpatrzmy prosta n lezaca w plaszczyznie p/, przechodzaca przez punkt P i rownolegla
do KL.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz prosta n jest prostopadta do ptaszczyzny p, wigc jest rowniez prostopadta do
prostejm.

Zatem:

« jezeli m jest takze prostopadia do k, to jest prostopadta do ptaszczyzny p/ (bo jest
prostopadta do dwoch prostych lezacych w tej ptaszczyznie: n oraz k), zatem i do
proste;jl,

« jezeli m jest takze prostopadia do [, to jest prostopadia do ptaszczyzny p/ (bo jest
prostopadta do dwoch prostych leZzacych w tej ptaszczyznie: n oraz l), zatem i do
prostej k.

Oznacza to, ze prosta m jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prostopadia do proste;j .

To spostrzezenie konczy dowod.

Przyktad 8

Podstawg ostrostupa ABC DW jest prostokat ABCD. Krawedz boczna DW jest
wysokoscig tego ostrostupa. Wykazemy, ze wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sa
trojkgtami prostokatnymi.

Poniewaz krawedz boczna DW jest wysokoscig tego ostrostupa, wiec prosta DW jest
prostopadta do ptaszczyzny podstawy ABC D danego ostrostupa.

W szczegodlnosci DW jest prostopadta do prostych DA oraz DC, zatem trojkaty ADW i
CDW s3 prostokatne.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zauwazmy ponadto, ze:

» prosta AW przebija plaszczyzne podstawy ostrostupa w punkcie A, a jej rzutem
prostokatnym na te plaszczyzne jest prosta DA,

» prosta CW przebija plaszczyzne podstawy ostrostupa w punkcie C), a jej rzutem
prostokatnym na te ptaszczyzne jest prosta DC.

Poniewaz ABCD jest prostokatem, wiec prosta D A jest prostopadta do prostej
AB, aprosta DC jest prostopadia do prostej C B. Korzystajac zatem z twierdzenia
o trzech prostych prostopadtych, stwierdzamy, ze:

o prosta AW jest prostopadta do prostej AB, co oznacza, ze trojkat ABW jest
prostokatny,
» prosta CW jest prostopadta do prostej C B, co oznacza, ze tréjkat BCW jest
prostokatny.
w

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W ten sposob wykazalismy, ze wszystkie $ciany boczne ostrostupa ABCDW sg
trojkgtami prostokatnymi.

Podamy teraz sposob, wedtug ktorego mierzymy kat nachylenia ptaszczyzny q do
plaszczyzny p, gdy te plaszczyzny nie sa ani rownolegte, ani prostopadle.



W tym celu z dowolnego punktu P wybranego na krawedzi k tych plaszczyzn (czyli na
prostej, wzdluz ktorej przecinaja sie ptaszczyzny p i q) prowadzimy w kazdej z tych
plaszczyzn prostg prostopadly do krawedzi k — oznaczmy te proste przezli m.

Mniejszy z katow utworzonych przez proste [ i m nazywamy katem nachylenia ptaszczyzny
p do plaszczyzny q.

Praktycznie dla zmierzenia takiego kata nachylenia wystarczy zatem zaznaczy¢ dwie
prostopadle do krawedzi polproste w stosownych do sytuacji potptaszczyznach i zmierzyc
kat miedzy nimi.

P(B i
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kat miedzy dwiema ptaszczyznami

W tej sytuacji warto przypomnie¢ pomyst z wczesniejszego przyktadu - po otwarciu drzwi
zamocowanych do pionowego stupka oscieznicy mozemy, stosujgc powyzszy przepis, bez
klopotu zmierzy¢ kat, o jaki skrzydta tych drzwi odchylily si¢ od ptaszczyzny, w ktorej
zamocowana jest oScieznica.

Przyktad 9

Wroc¢my do modelu, rozpatrywanego w przykladzie 6. Wykazemy, ze kazda z czterech
plaszczyzn $cian bocznych ostrostupa ABC'DW jest nachylona pod tym samym katem do
plaszczyzny podstawy ABCD.

e sposob 1

Rozpatrzmy dwie plaszczyzny: plaszczyzne p, w ktorejlezy kwadrat ABCD, oraz
plaszczyzne g1, w ktorejlezg punkty B, C'i W. Oznaczmy przez E $rodek odcinka BC.

Narysujmy trojkat BCW na plaszczyznie, na ktoérejlezy kwadrat ABCD.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze

» poniewaz punkty B i C sa rowno oddalone od punktu O, wigc O lezy na symetralne;j
odcinka BC,

» poniewaz punkty B i C sa rowno oddalone od punktu W, wiec W lezy na
symetralnej odcinka BC.

Zatem w punkcie E, symetralna OW przecina pod katem prostym odcinek BC.
Oznacza to, ze mierzac kat OEW (oznaczony na rysunku jako a), dowiemy si¢, pod jakim
katem plaszczyzna q; jest nachylona do ptaszczyzny p.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Rozpatrzmy z kolei ptaszczyzny:

o g5 - w ktorejlezg punkty C, Di W,
o g3 - w ktorejlezg punkty D, Ai W,
e q4 - w ktorejlezg punkty A, Bi W.

Oznaczmy tez $rodki odcinkéw C'D, DA oraz AB przez odpowiednio F, G oraz H.



Narysujmy teraz kazdy z trojkatow: ABW, BCW, CDW i DAW na plaszczyznie, na
ktorejlezy kwadrat ABCD.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Rozumujgc podobnie jak w przypadku ptaszczyzn pi q;, stwierdzamy, ze:

« kat nachylenia ptaszczyzny g, do plaszczyzny p ma miare takg, jak kat OF W,
« kat nachylenia plaszczyzny g3 do plaszczyzny p ma miare taka, jak kat OGW,
« kat nachylenia plaszczyzny g4 do plaszczyzny p ma miare taka, jak kat OHW.

Poniewaz trojkaty OEW, OFW, OGW oraz OHW maja rowne przyprostokatne (s3 to
wysokosci przystajgcych trojkatow rownoramiennych ABW, BCW, CDW oraz DAW),
a takze réwne sg odcinki OF, OF, OG, oraz OH to te tréjkaty sg przystajace. Zatem katy
OEW,OFW,OGW i OHW saréwne. Stad réwne sg katy nachylenia ptaszczyzn q1, g,
qs oraz q4 do plaszczyzny p.

e sposob II

Tym razem pokazemy, ze przy ustalaniu miar omawianych katow dwusciennych mozna
skorzystac¢ z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych.

Zauwazmy, ze prosta OW jest prostopadta do plaszczyzny p, w ktorejlezy kwadrat
ABCD. Prosta W E przebija plaszczyzne p w punkcie E. Rzutem prostokatnym proste;
W E na plaszczyzne p jest prosta OE. Poniewaz prosta W E jest prostopadla do proste;j
BC (bo W E jest wysokoS$cig w trojkacie rownoramiennym BC'W), wiec na podstawie
twierdzenia o trzech prostych prostopadlych prosta OF jest rowniez prostopadta do
prostej BC'. Zatem kat OEW opisuje kat nachylenia plaszczyzny ¢q; do plaszczyzny p.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Korzystajac z twierdzenia o trzech prostych prostopadlych, opisujemy katy nachylenia
plaszczyzn qo, g3, g4 do plaszczyzny p jako katy OFW, OGW i OHW . W tréjkatach
OEW,OFW,OGW i OHW przyprostokatna OW jest wspdlna, a przeciwprostokatne
EW,FW,GW i HW sg rowne, wiec te trojkaty sa przystajgce. Stad rowne sg katy
nachylenia ptaszczyzn qy, g2, g3 oraz q4 do ptaszczyzny p.

Uwaga.

Podobne rozumowanie pozwala stwierdzic¢, ze w dowolnym ostrostupie prawidtowym
rowne s3 katy, pod jakimi kazda ze Scian bocznych jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy. W kazdym takim ostrostupie spodek O wysokosci poprowadzone;j

z wierzchotka W ostrostupa na podstawe jest bowiem srodkiem okregu opisanego na tej
podstawie. Rowne s3 takze wysokos$ci Scian bocznych takiego ostrostupa. Zatem

z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych otrzymujemy przystawanie trojkatow,

w ktorych jeden z katoéw ostrych ma miare kata nachylenia Sciany bocznej do podstawy.
Stad te katy nachylenia sg rowne.

Przyktad 10

Podstawg ostrostupa ABC DW jest kwadrat ABCD. Punkt FE jest srodkiem krawedzi
AD, odcinek EW jest wysokos$cig ostrostupa.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zaznaczymy katy nachylenia $cian bocznych: ABW, BCW, CDW oraz DAW tego
ostrostupa do plaszczyzny podstawy ABCD.

Poniewaz prosta W E jest prostopadla do plaszczyzny podstawy ABC D, wiec Sciana
D AW jest réwniez prostopadia do tej plaszczyzny.

Prosta E A jest rzutem prostokgtnym prostej W A na plaszczyzne podstawy
ABCD.

Poniewaz podstawa jest kwadrat ABC'D, wiec prosta E A jest prostopadta do prostej AB.
Zatem na podstawie twierdzenia o trzech prostych prostopadtych takze prosta W A jest
prostopadta do prostej AB. Oznacza to, ze kgt W AFE jest katem nachylenia plaszczyzny
sciany W AB do ptaszczyzny podstawy ABCD.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Prosta ED jest rzutem prostokatnym prostej W D na ptaszczyzne podstawy
ABCD. Proste ED i DC sa prostopadte, zatem na podstawie twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych rowniez prosta WD jest prostopadta do prostej DC. Oznacza to,



ze kat W DFE jest katem nachylenia ptaszczyzny $ciany W DC' do plaszczyzny podstawy
ABCD.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze w przypadku tego ostrostupa katy nachylenia dwoéch $cian: ABW oraz
CDW do ptaszczyzny podstawy ABC D zmierzyliémy za pomocg katow ptaskich
odpowiednio: WAD i WDA w $§cianie DAW.

Oznaczamy Srodek krawedzi BC przez F. Wtedy prosta EF jest rzutem prostokatnym
prostej W F' na plaszczyzne podstawy ABCD. Proste EF'i BC' sg prostopadle, zatem na
podstawie twierdzenia o trzech prostych prostopadtych rowniez prosta W F jest
prostopadta do prostej BC. Oznacza to, ze kat W F'E jest kagtem nachylenia ptaszczyzny
sciany W BC' do ptaszczyzny podstawy ABCD.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odktadajac kazdy z trojkatow: ABW, BCW, CDW oraz DAW na plaszczyzne kwadratu
ABCD, otrzymamy nastepujgca siatke ostrostupa ABCDW.



D, C
We------------- 8- L s w
E F
A B

w
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 11

Rozpatrzmy ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDW.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Plaszczyzny Scian ABW oraz C DW maja punkt wspolny W, zatem przecinaja si¢ wzdiuz

pewnej prostej przechodzacej przez W. Zaznaczymy krawedz k przecigcia tych
plaszczyzn.

Zauwazmy, ze proste ABi C'D sg rownolegte. Zatem prosta k przechodzgca przez W
i rownolegla do jednej z nich jest rownolegla takze do drugie;j.

Oznacza to, ze prosta k

 jestrownolegla do prostej AB i przechodzi przez punkt W, zatem lezy
w plaszczyznie $§ciany ABW,

« jest rownolegla do prostej CD i przechodzi przez punkt W, zatem lezy
w plaszczyznie $ciany CDW.



Plaszczyzny tych §cian nie sg, oczywiscie, rownolegle, zatem prosta k jest szukang
krawedzig przeciecia ptaszczyzn $cian ABW i CDW.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 12

Podstawg ostrostupa czworokatnego ABC DW jest trapez réwnoramienny ABCD,
w ktorym podstawa AB jest krotsza od podstawy C'D.

w
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Plaszczyzny Scian ADW oraz BCW majg punkt wspélny W, zatem przecinajg si¢ wzdiuz
pewnej prostej przechodzacej przez W. Zaznaczymy krawedz przeciecia tych
plaszczyzn.

Zauwazmy, ze proste AD i BC nie sa rownolegle. Zatem punkt E, w ktérym te proste si¢
przecinajg, lezy jednoczes$nie w plaszczyznie $§ciany ADW (bo kazdy punkt prostej AD
lezy w tej plaszczyznie) oraz w plaszczyznie sciany BCW (bo kazdy punkt prostej BC
lezy w tej plaszczyznie).

Mamy zatem dwa punkty E/'i W, ktére nalezg jednoczesnie do ptaszczyzny kazdej ze
scian: ADW oraz BCW. Punkty te lezg wiec na krawedzi, wzdluz ktorej przecinaja sie
ptaszczyzny tych Scian. Oznacza to, ze prosta W E jest szukang krawedzig.



B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 13

Na krawedziach CG oraz HE szescianu ABC DEFGH wybrano punkty odpowiednio
KilL.

H G
./L./ /
B : o K
' F
:
:
S
c/// /
A B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zaznaczymy plaski przekroj tego szeScianu ptaszczyznag p, do ktorejnaleza punkty B, K
oraz L.

Do ptaszczyzny tego przekroju nalezy prosta BK. Oznaczmy przez M punkt przecigcia
tej prostej z krawedzig F'G, wzdluz ktorej przecinaja sie plaszczyzny $cian BCGF oraz
EHGF'. Zatem punkt M nalezy do plaszczyzny p, a takze lezy w plaszczyznie Sciany
EHGF'. W tejplaszczyznie lezy tez punkt L, ktory nalezy do ptaszczyzny przekroju.
Oznacza to, ze prosta M L nalezy do ptaszczyzny p.

Oznaczmy przez P punkt, w ktorym prosta M L przecina krawedz EF miedzy
plaszczyznami GHEF oraz BAEF. Punkt P nalezy do plaszczyzny przekroju, a takze
lezy w plaszczyznie $ciany ABF E. W tej plaszczyznie lezy rowniez punkt

B, ktory nalezy do ptaszczyzny p. Zatem prosta PB nalezy do ptaszczyzny przekroju.

Oznaczmy przez N punkt, w ktorym prosta PM przecina krawedz GH, a przez QQ -
punkt, w ktorym prosta PB przecina krawedz AF.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego ptaskim przekrojem szeScianu plaszczyzng p, do ktorejnaleza punkty
B, K oraz L jest pieciokat BKNLQ).

A B
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze proste BK i QL leza w plaszczyznach réwnoleglych $cian odpowiednio
BCGF i ADHE danego sze$cianu. Zatem te proste nie maja punktéw wspoélnych,

a wiec sg skosne lub rownolegle. Jednoczesnie obie te proste lezg w ptaszczyznie p, co
oznacza ze, s to proste rownolegte.

Rozumujgc podobnie, mozna uzasadni¢ twierdzenie o dwoch ptaszczyznach
rownoleglych przecietych plaszczyzng.
Twierdzenie: o dwoch ptaszczyznach réwnolegtych przecietych ptaszczyzng

Jezeli ptaszczyzna przecina kazdg z dwoch plaszczyzn rownolegtych, to otrzymane
krawedzie przecigecia sg prostymi rownolegtymi.
Przyktad 14

Na podstawie tego twierdzenia stwierdzamy, ze rowniez proste BQ) i NK sa rownolegle
- otrzymujemy je w wyniku przeciecia ptaszczyzna p dwoch réwnoleglych ptaszczyzn:
plaszczyzny $ciany ABF'E oraz plaszczyzny $ciany CDHG.

Zatem pieciokgt BK N L) ma dwie pary bokow rownoleglych: BQ || NK oraz BK || QL

Przyktad 15



Rozpatrzmy szeScian ABCDEFGH, ktorego krawedz ma dlugosc a.

Wykorzystujac spostrzezenia poczynione w poprzednim przykiladzie, mozna wykazac, ze
ptaski przekroj szeScianu ptaszczyzna p, do ktorejnalezg srodki K, L, M krawedzi,
odpowiednio EH, HG oraz GC (zobacz rysunek), jest szesciokgtem foremnym.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Do tego przekroju nalezy bowiem prosta rownolegla do prostej K L i przechodzaca przez
punkt M. Ta prosta przecina krawedz AE w jej srodku V.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz $ciany ADHFE i BCGF sg rownolegte, wiec plaszczyzna p przecina $ciane
BCGF wzdtuz prostej rownoleglejdo KN i przechodzacej przez punkt M. Ta prosta
przecina krawedz BC w jej srodku P.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Rozumujgc podobnie, pokazujemy, ze do plaszczyzny przekroju nalezy prosta rownolegta
do prostej KL i przechodzgca przez punkt P. Ta prosta przecina krawedz AB w jej
Srodku Q.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem przekrojem danego szescianu jest sze$ciokat K LM PQN.
H L G

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jego wierzchotki sg sSrodkami szeSciu krawedzi szescianu, wigc kazdy z bokow tego

5 2, Zauwazmy tez, ze kazda z przekatnych PK, QL i NM
sze$ciokata K LM PQN jest odcinkiem faczacym $rodki przeciwleglych (niesko$nych)
krawedzi szeScianu, zatem jest rowna przekatnej Sciany szescianu. Stad kazda z tych

a

szeSciokata ma dtugosc

przekatnych ma dlugo$¢ av/2. Oznaczmy przez S punkt, w ktorym przecinajg sie
przekatne PK i QL. Poniewaz czworokat K L PQ jest rownolegtobokiem (K L||PQ oraz
KL| = |PQ| =
podobnie, pokazujemy, ze czworokat LM QN réwniez jest réwnoleglobokiem, co
oznacza, ze S jest takze $rodkiem odcinka N M. Wobec tego przekatne PK, QL i NM
dzielg sze$ciokat K. LM PQ N na sze$¢ trojkatow rownobocznych o boku “T\/E To

), wiec S jest Srodkiem kazdego z odcinkéw PK, QL Rozumujac

spostrzezenie konczy dowod - szeSciokat K LM PQN jest foremny.
Podamy jeszcze jeden sposéb uzasadnienia, ze szeSciokat K LM PQ N jest foremny.

Rozpatrzmy proste KL, M P oraz N(@Q. Poniewaz leza one w jednej plaszczyZnie, wiec:



o proste KL i MP przecinaja si¢ w punkcie X, lezacym na krawedzi F'G migdzy
plaszczyznami $cian BCGF oraz EHGF,,

» proste M PiQN przecinaja sie w punkcie Y, lezacym na krawedzi F'B miedzy
plaszczyznami écian CGF B oraz AEF B,

» proste QN i KL przecinajg si¢ w punkcie Z, lezacym na krawedzi F'E miedzy
plaszczyznami écian GHEF oraz BAEF.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W plaszczyznie Sciany EFG H, na prostej K L lezg punkty X oraz Z.

[F

Zrodto: Zespot autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz K i L sg Srodkami krawedzi odpowiednio HG i HE, wigc tréjkat HK' L

jest trojkgtem prostokatnym i rownoramiennym. Zatem w tréojkagtach prostokatnych

KGXiLEZkaty ELZ oraz XK G sgrowne 45°, co oznacza, ze s to trojkaty

rownoramienne. Wobec tego kazdy z nich jest przystajacy do trojkata H K L. Stad

wynika, ze | XK| = |KL| = |LZ| = ¥2a,awiec |XZ| = 3|KL| = 2La.
Rozumujgc podobnie pokazujemy, ze:

e |XM|=|MP|=|PY| = ¥Y2a,stad | XY| = 3a,



. [YQ|=|QN| = |NZ| = Y2a,stad [YZ| = 32a.

3v2

Trojkat XY Z jest wiec rownoboczny i ma bok dtugosci =5+ a. Kazdy z trojkgtow XML,
Y PQ oraz ZK N jest tez rownoboczny i ma bok dtugosci ga. To oznacza, ze
V2

w szeSciokgcie K LM PQN kazdy z bokow jest rowny -5-a i kazdy z katow
wewnetrznych ma miare 120° Zatem szeSciokat K LM PQN jest foremny.

Zauwazmy przy okazji, ze jezeli ptaski przekroj szescianu jest czworokatem, to
plaszczyzna tego przekroju przecina pewne cztery Sciany szeScianu. Poniewaz

w szeScianie sg trzy pary Scian rownoleglych, wiec wsérod tych czterech $cian sze$cianu
pewne dwie sg rownolegle. Zatem przekrdj ten jest trapezem. W szczego6lnoSci moze by¢
rombem, a takze moze by¢ prostokgtem.



