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Zaleznos¢ momentu bezwtadnosci od potozenia osi

obrotu - Twierdzenie Steinera

Czy to nie ciekawe?

Ktoéra planeta ma wigkszy moment bezwtadnosci w ruchu dookota Stonca - Ziemia czy
Mars? Nie tylko poruszaja si¢ w roznej odlegtosci od Stonca i majg rozne masy, ale tez s
roznych rozmiarow. Jak obliczy¢ moment bezwtadnosci, gdy oS obrotu nie przechodzi
przez srodek masy ciata? Odpowiedz znajdziemy w twierdzeniu Steinera.



Rys. a. Schemat Ukfadu Stonecznego [Zrédto: NASA]
Twoje cele

Dzieki temu e-materiatowi:

e zrozumiesz treS¢ twierdzenia Steinera i zastosujesz je w typowych sytuacjach,

» przeanalizujesz zaleznoS¢ momentu bezwtadnosci bryly od potozenia osi obrotu.



Przeczytaj

Warto przeczytaé

Jakob Steiner, szwajcarski matematyk, sformutowat w pierwszej potowie XIX wieku twierdzenie,
ktore dzi$ nazywamy twierdzeniem Steinera. Odpowiada ono na pytanie, jak obliczy¢ moment
bezwtadnosci ciala, jesli jego 0§ obrotu nie przechodzi przez Srodek masy, jak na Rys. 1.
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Rys. 1. Obroét ciata wokot osi nieprzechodzacej przez jego srodek masy

Twierdzenie Steinera ma nastepujgcg postac:
I=1,+ mrg (1)

Gdzie: Iy - moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy (0$ O), I -
moment bezwladno$ci wzgledem osi rownolegtej do osi przechodzacej przez srodek masy (0$ O’),
ro — odlegtos¢ miedzy tymi dwoma osiami, m - masa bryly.

Jesli znamy moment bezwladnoS$ci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy, Iy, tatwo
obliczymy moment bezwladno$ci wzgledem innej osi. Rozwazmy przyktad jednorodnego preta.

Przyklad 1. Podluzny pret

Spojrzmy na pret o masie m i dlugosci l. Wiemy, Ze jego moment bezwladnosci wzgledem osi
prostopadtej do dlugosci wynosi Iy = 1—12ml2. Obliczmy, jaki bedzie moment bezwladnosci
wzgledem konca preta (Rys. 2.).
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Rys. 2. Pret obracany wokét srodka masy oraz wokét konca

Skoro I = I + mr3, a teraz odlegto$¢ $rodka masy ry to potowa dtugosci preta l/2, to:

I = iml2 +m i 2 — lml2 + lml2 = iml2 + iml2 = iml2 = lml2
12 2 12 4 12 12 12 3

Przyklad 2. Drzwi

Mozemy uznac, ze drzwi o masie m to prostopadtos$cian o wysokosci h, szerokosci wi grubosci d.
Jesli mamy do czynienia z drzwiami obrotowymi, jak w centrum handlowym, to s one
zamocowane na osi pionowej przechodzacej przez ich srodek masy. Wtedy ich moment
bezwladno$ci wynosi:

Iy = 1—12771(7,112 + d2)

Wyobrazmy sobie, ze te same drzwi maja mozliwo$¢ montazu réwniez wzdtuz dtuzszej krawedzi,
jak zwykle drzwi domowe. Gdyby takie drzwi byly zamontowane we framudze, jak na Rys. 3.,
obracajac sie wzdtuz krawedzi, to jaki bylby ich moment bezwladnos$ci wzgledem tej osi obrotu?

1 1 1 1 1 1
I= Em(wz + d2> + m<%>2 = Emd2 + Emw2 + mez = Emd2 + gmw2

Jak widac, te same drzwi obracane wokot roznych osi majg r6zne momenty bezwtadnosci.



Rys. 3. Drzwi z lewej to drzwi obrotowe. Drzwi z prawej obracaja sie na zawiasach osadzonych we framudze

Przyklad 3. Toczacy sie walec

Moment bezwtadnosci walca o masie m i promieniu 7 wokot osi przechodzgcej przez jego srodek
masy to Iy = %mfrz. A jesli ten walec toczy sie, to jaki jest jego moment bezwtadnosci wzgledem

chwilowej osi obrotu O jaka jest linia styku zetknigcia walca z podlozem, jak na Rys. 4.?
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Rys. 4. Toczacy sie walec

1 3
I= Em'r2 +mr? = EmTQ

Ponownie widzimy, ze ten sam obiekt ma réozne momenty bezwtadnos$ci - w zaleznosci od tego,
wokot jakiej osi si¢ obraca. Im dalej o$§ obrotu znajduje si¢ od Srodka masy, tym wigkszy staje si¢
moment bezwtadnosci.



Przyklad 4. Uklad Sloneczny

Jaki jest moment bezwtadnosci planet w ruchu obrotowym dookota Stonca? Jesli przyjmiemy
przyblizenie, ze planety s3 jednorodnymi kulami, to moment bezwtadnosci kazdej z nich wokot osi
przechodzacejprzez ich srodek masy obliczymy jako I = %mr2. Przyjrzyjmy sie Ziemi i Marsowi.
Ziemia ma mase okoto Mz = 5974 - 10?2 kg. Masa Marsa to My = 641,9 - 10?' kg. Promien Ziemi Rz
= 6378 km, a promien Marsa Ry = 3402 km. Zatem moment bezwtadnosci kazdego z nich wynosi

odpowiednio:

Ioz = 2MzR% = 2 .5974 - 10% kg - (6378 km)2 = 9,72 - 10%" kg-m?
Ioyy = 2MyR2, = 2 -641,9 - 10%! kg - (3402 km)? = 2,97 - 10% kg - m?

Czyli moment bezwtadnosci Ziemi jako kuli jest 32 razy wigkszy niz mniejszego i 1zejszego Marsa.
Ale teraz obliczmy moment bezwtadnoSci wzgledem Stonca. Promien orbity Ziemi to Srednio dz =
149 597 887 km, a Marsa dj; = 227 936 637 km. Zatem z twierdzenia Steinera:

Iy = Iyz + mdy =9,72-10% kg - m? + 5974 - 10*' kg - (149597887 km)? = 1,33 - 10*" kg - m?
v = Ioy + mdi; = 2,97-10° kg - m? + 641,9 - 10*' kg - (227936637 km)? = 3,33 - 10*® kg - m

Moment bezwladnosci Ziemi wzgledem Stonca jest tylko cztery razy wigkszy niz Marsa.

Stowniczek
Jakob Steiner

szwajcarski matematyk, zyjacy w latach 1796-1863.



Film samouczek

Twierdzenie Steinera
Obejrzyj film. Zwrdo¢ uwage, w jaki sposob obliczy¢ moment bezwtadnosci preta wzgledem
osi prostopadtejdo preta i przechodzacej przez jego koniec.

Polecenie 1

Wykonaj analogiczne obliczenia, gdy o$ obrotu wypada w 1/3 dtugosci preta.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Jakim wzorem wyraza sie twierdzenie Steinera:

I, - moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy, I - moment
bezwtadnosci wzgledem osi rownolegtej do osi przechodzacej przez srodek masy, rg -
odlegtos¢ miedzy tymi dwoma osiami, m - masa bryty.

O I=1I1+m?r
() I=1I,+mrg
O I=1Iy+mr}
O I=1+mr}
Cwiczenie 2 @)

Zgodnie z twierdzeniem Steinera moment bezwtadnosci ciata ma dwie sktadowe. Pierwsza to
moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy, a druga to iloczyn mr
. Jak zmieni sie warto$¢ momentu bezwtadnosci, jesli odlegtos¢ od osi obrotu zwiekszy sie
dwukrotnie:

2

wzrosnie czterokrotnie

pozostanie bez zmian

sktadowa I pozostanie bez zmian, a druga sktadowa zwiekszy sie dwukrotnie

o O O O

sktadowa I, pozostanie bez zmian, a druga sktadowa zwiekszy sie czterokrotnie




Cwiczenie 3 @
Przyktadowy walec drogowy ma srednice 150 cm i mase 10 ton. Jaki jest moment
bezwtadnosci takiego walca wzgledem ulicy, po ktérej sie toczy?

Odpowiedz: kg - m?2

Cwiczenie 4 >

Moment bezwtadnos$ci kuli o masie m i promieniu » wokoét osi przechodzacej przez jej srodek

masy wynosi Ip = %mr2. Kula ma mase 500 kg i promiern 1 m. Wykres ponizej prezentuje

moment bezwtadnosci tej kuli przy obracaniu jej wokét osi w odlegtosci d od $rodka kuli.
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Przyporzadkuj elementom z lewej elementy z prawe;j:

Moment bezwtadnosci kuli, I linia szara
Sktadnik md? linia pomaranczowa

Moment bezwtadnosci obliczony

. . . . linia niebieska
z twierdzenia Steinera, suma I, i md?



Cwiczenie 5

Dana jest kula o masie m = 500 kg i promieniu 7 = 1 m. Kula obraca sie wokét osi odlegtej o d
od jej srodka masy. W jakiej odlegtosci d,, od osi obrotu obie sktadowe momentu
bezwtadnosci wystepujace w twierdzeniu Steinera bedg sobie rowne? OdpowiedzZ podaj

w zaokragleniu do dwéch cyfr znaczacych.

Odpowiedz: m

Cwiczenie 6 @
Ocen i wskaz na rysunku, ktéra z planet Uktadu Stonecznego ma najwiekszy moment
bezwtadnosci w ruchu obrotowym wokét Stonca. Niezbedne dane znajdz w tablicach
fizycznych.
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Cwiczenie 7 @

Zgodnie z twierdzeniem Steinera moment bezwtadnosci ciata ma dwie sktadowe. Pierwsza to

moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez sSrodek masy, a druga to iloczyn mr
mr2

. Wskaz na ilustracji planete, dla ktorej stosunek 7, Ma najmniejszg wartosc. Niezbedne
dane znajdz w tablicach fizycznych.
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Cwiczenie 8 @
Kula i walec maja promien R i mase m. Oba ciata obracaja sie dookota osi odlegtej o d od ich
srodka masy, bedacej odlegtoscig rowng dwom promieniom. Walec zorientowany jest tak, ze
jego o$ symetrii jest rownolegta do osi obrotu. Jaki bedzie stosunek momentu bezwtadnosci
kuli do momentu bezwtadnosci walca? Odpowiedz zapisz w postaci utamka prostego.

Odpowiedz: /
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Zalezno$¢ momentu bezwladnosci od potozenia osi
obrotu - Twierdzenie Steinera

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres
rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne:

I. Wykorzystanie pojec¢ i wielkosci fizycznych do opisu
zjawisk oraz wskazywanie ich przyktadow w otaczajace;j
rzeczywistosci.

II. Rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem praw

i zaleznosci fizycznych.

Zakres rozszerzony

TreSci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

2) postuguje si¢ materiatami pomocniczymi, w tym
tablicami fizycznymi i chemicznymi oraz kartg
wybranych wzoroéw i statych fizykochemicznych;

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujac sie
kalkulatorem.

III. Mechanika bryly sztywnej. Uczen:
2) stosuje pojecie bryly sztywnej; opisuje ruch obrotowy
bryty sztywnej wokot osi.

Zalecenie Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018
I..

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
i inzynierii,

» kompetencije cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

_ 1. wyjasnia, jak moment bezwtadnosci bryty zalezy od
Cele operacyjne: potozenia osi obrotu.
2. stosuje Twierdzenie Steinera do obliczania

momentow bezwtadnosci bryt.

Inquiry-Based Science Education / uczenie si¢
Strategie nauczania: przedmiotow przyrodniczych przez
odkrywanie/dociekanie naukowe

- danka wst
Metody nauczania: pogadan a wStebnia,
- pokaz multimedialny.

Formy zaje¢: - praca indywidualna.

komputer z rzutnikiem lub tablety do dyspozycii

Srodki dydakt :
rodkidydaktyczne kazdego ucznia, tablica.

) ) e-material ,Momenty bezwtadnosci ciat dla roznych
Materialy pomocnicze: _ .,
jednorodnych bry?t”.

PRZEBIEG LEKCIJI
Faza wprowadzajaca

Nauczyciel przypomina tabele z momentami bezwladnos$ci roznych bryt sztywnych
wokot osi przechodzacych przez ich srodek. Nauczyciel pyta: W jaki sposob obliczymy
moment bezwladnoSci bryly, gdy srodek obrotu wypada poza t3 osig, jak na przykiad

w wypadku planet, krazacych wokot Stonca?

Faza realizacyjna

Nauczyciel uruchamia film z e-materialu. Po obejrzeniu filmu nauczyciel zapisuje na
tablicy tres¢ prawa Steinera. Nauczyciel prosi ochotnika o rozwigzanie zadania 3

z czesSci ,Sprawdz sie”. Po omowieniu rozwigzania prosi kolejnych ochotnikow, ktorzy
rozwigzujg zadania 4 i 8.

Faza podsumowujaca
Nauczyciel podsumowuje zastosowania twierdzenia Steinera i zadaje prace domow3.
Praca domowa

Zadania z czesci ,Sprawdz sie”, ktorych nie rozwigzano w trakcie lekcji, w celu
sprawdzenia opanowania materiatu.

Wskazowki metodyczne

opisujace rézne Nauczyciel moze poleci¢ film do obejrzenia w domu,
zastosowania danego przed lekcj, na lekcji omawiajac wnioski z niego.
multimedium:



