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Zrédto: Vivek Doshi, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Symetria w przyrodzie jest wszechobecna: nasze ciato, ksztatty zwierzat i roslin, ptatki
Sniegu maja osie symetrii cho¢ nie zawsze sg one idealne. Architekci, malarze, rzezbiarze

wykorzystujg w swoich dzietach figury osiowosymetryczne.

Wykresy funkcji sg figurami geometrycznymi i niektére z nich réwniez posiadajg osie
symetrii.



W tym materiale nauczysz si¢ wyznaczac¢ ich rownania.

Twoje cele

« Wyznaczysz rownanie osi symetrii funkcji f(z) = alx — p| + ¢.
o Wyznaczysz rownanie osi symetrii paraboli.

e Wyznaczysz rownanie osi symetrii hiperboli.

» Podasz rownania osi symetrii funkcji trygonometrycznych.

e Wyznaczysz rownania osi symetrii funkcji ztozonych.



Przeczytaj

OS§ symetrii figury to prosta, wzgledem ktorej ta figura jest do siebie osiowosymetryczna.
Dzieli ona figure na dwie przystajace czesci.
Os$ symetrii funkcji f(z) = a|lx — p| + g
Przypomnijmy, ze wykres funkcji
f(z) =alz —p|+q
powstaje w wyniku przesunig¢cia wykresu funkcji
g(z) = alz|
o wektor
P, 4
Osig symetrii wykresu funkcji g jest prostaz = 0.
Przyktad 1

Narysujemy wykresy funkcji f(z) = 2|z + 4| — 1 oraz g(z) = —3|z — 2| + 5 oraz
wyznaczymy réwnania ich osi symetrii.

Rozwigzanie:

Narysujemy wykresy obydwu funkcji:
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y=2z+4/-1 |

\Ny=-3z—-2|+5

Poniewaz wykres funkcji f powstal w wyniku przesuniecia wykresu funkcji h(z) = 2|z

owektor [—4, — 1], to rébwniez 0§ symetrii wykresu funkcji h zostata przesunieta o taki
sam wektor. Rownanie osi symetrii funkcji f ma postaé: x = —4.
Poniewaz wykres funkcji g powstal w wyniku przesuniecia wykresu funkcji k(z) = —3|z|

o wektor [2, 5], to rowniez 0§ symetrii wykresu funkcji g zostata przesunieta w taki sam
sposob. Rownanie osi symetrii funkcji g ma postac: ¢ = 2.

Os symetrii paraboli
Przypomnijmy, zZe parabola jest wykresem funkcji kwadratowe;
f(z) =ax* +bx+ca#0

Jest ona symetryczna wzgledem prostej o rownaniu

gdzie

Przyktad 2
Wyznaczymy o§ symetrii paraboli o rownaniu y = z? — 4z + 5.

Rozwigzanie:




Zauwazmy,zea = 1ib = —4, zatemp = — ﬁ = 2 i stad rownanie osi symetrii ma

postac: z = 2.

Rownie tatwo jest wyznaczy¢ osie symetrii paraboli danych rownaniami w postaci
kanonicznejlub iloczynowe;j.

Przyktad 3

Wyznaczymy o$ symetrii paraboli bedgcej obrazem wykresu funkciji f(z) = —%azz

w przesunieciu o wektor [4, 1].

Rozwigzanie:

Po przesunieciu wykresu funkcji f(z) = — ¢ 22 o wektor [4, 1], otrzymujemy funkcje
dang wzorem: f(z) = — ¢ (z — 4)? 4 1. Zatem réwnanie osi symetrii ma posta¢: & = 4.
Przyktad 4

Wyznaczymy oS symetrii paraboli o rownaniu y = % (a: -2+ \/5) (m +4 — 3\/5)

Rozwigzanie:
Jest to postac iloczynowa, zatem p = % — /2 — 1, stad réwnanie osi symetrii
torz =2 — 1.
Osie symetrii hiperboli
Rozwazmy funkcje
r-y==k

Jejwykresem jest hiperbola.

Wierzchotkami hiperbol sg:
+ dlak>0: A1 = (~VE - VE)ids = (VK VE);
e dlak <0:4;, = (—\/—_k, \/—_k> iAy = (\/—_k, — \/—_k)



Jesli k < 0, to gatezie hiperboli znajdujg sie w Il i IV ¢wiartce ukladu wspoétrzednych.

Osie symetrii hiperboli s3 dwusiecznymi ¢wiartek ukiadu wspotrzednych, czyli majg
réwnania: y = x oraz y = —x.

Przyktad 5

Wyznaczymy osie symetrii wykresu funkcji: f(z) = £

Rozwigzanie:

Wzor funkciji przeksztalcamy do postaci kanonicznejnastepujaco:

x+2)—3
fle) =22
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flz) =1+ =%

Oznacza to, ze wykresem danej funkciji jest hiperbola o rownaniu zy = —3 przesunieta
o wektor o wspotrzednych [—2, 1].

Wierzchotkami hiperboli o réwnaniu: zy = —3 sg punkty:
Hiperbola przesunieta ma wiec wierzchotki:

Bi=(-v3-2,v3+1)iB=(V3-2, ~V3+1)

Na jednej z osi symetrii lezg punkty By i Bs, za$ druga o$ symetrii jest prostg prostopadia
do prostej By By, na ktorejlezy srodek odcinka By Bs.

Zaczniemy od wyznaczenia prostej By Bs:

—V/3+1-1/3-1
a = — = =
BB V3244342

Zauwazmy, ze prosta ta jest rownolegla do prostej o rownaniu y = —z. Podstawiajgc
wspolrzedne punktu B; mamy:

y=—x+b,
V3+1=—(—/3-2)+b,
V3+1=+3+2+b,
b=—1,

y=—— 1.

Wyznaczymy druga o$ symetrii. Srodkiem odcinka By Bs jest punkt (—2, 1), za$
wspolczynnik kierunkowy prostej prostopadtejjest rowny 1. Jest to prosta rownolegta do
prostejy = x. Zatem:

y=z+b,
1=-2+0,
b=3,

y=ax+ 3.

Interpretacja graficzna zostata przedstawiona ponize;j:
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Osie symetrii wykresow funkcji trygonometrycznych
Przyktad 6

Na podstawie wykresow funkcji trygonometrycznych wyznaczymy rownania ich osi
symetrii.

Rozwigzanie:

Narysujemy najpierw wykres funkcji f(z) = sinz.
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Zauwazmy, ze osie symetrii wykresu majg rownania postaci: ¢ = 4 + km k € Z.
Rownania te dotycza rowniez kazdej funkcji postaci f(z) = a - sinz; a # 0.

Wyznaczymy teraz wykresy funkcji cosinus:
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Zauwazmy, ze osie symetrii wykresu maja rownania postaci: ¢ = w4 km; k € Z.
Rownania te dotycza rowniez kazdej funkcji postaci f(z) = a - cosx; a # 0.

Przyjrzyjmy sie teraz funkcji f(z) = tgx.
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Jejwykres nie ma osi symetrii.

5. Osie symetrii innych funkgcji

Przyktad 7

Niech f(z) = 2z — 8z. Wyznaczymy rownanie osi symetrii wykresu funkcji y = | f(z)|.
Rozwigzanie:

222 —8z dlazx € (—oo, 0) U (4, 00)

Zauwazmy, ze f(z) = {_2332 + 8z dlax € (0, 4)

Wierzchotkiem paraboli o réwnaniu y = —2z* + 8z jest punkt W = (2, 8), zatem 0$
symetrii wykresu funkcji f ma rownanie z = 2.

Narysujemy wykres tej funkciji:
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Przyktad 8
Wyznaczymy réwnanie osi symetrii wykresu funkcji f(z) = =% + 2|z| — 1.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze:

22 +22—1 dlaxz >0

2
x4+ 2| — 1=
2 {w2—2x—1 dlaz <0

Parabole y = z* + 2z — 1 oraz y = x> — 2z — 1 s3 symetryczne wzgledem prostej
oréwnaniu z = a, gdzie a jest odcietg punktu ich przeci¢cia. Wyznaczamy a:
a?+2a—1=a>—-2a—-1

4a =0

a=20

Rownanie osi symetrii ma wiec postac: ¢ = 0.

Wykres funkcji f i jego o$ symetrii przedstawia ponizszy rysunek:



YA

y =[x + 2|z|[~ 1

Stownik

o$ symetrii

prosta, wzgledem ktorej ta figura jest do siebie osiowosymetryczna
postac¢ kanoniczna funkcji homograficznej

funkcja postaci:

fl@)=345 taz#p



Aplet

Polecenie 1

W aplecie zmieniajac wspodtczynniki a, b, ¢ w réwnaniu y = az? + b|z| + ¢ obserwuj zmiany

ksztattu wykresu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DoN8yBijF]

Polecenie 2

Na podstawie apletu odpowiedz na pytanie: Czy osig symetrii wykresu funkcji typu

y = ax® + blx| + cjest zawsze prosta o réwnaniu z = 07?


https://zpe.gov.pl/a/DoN8yBjFj

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Ktora z parabol, o wierzchotku lezacym w drugiej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, ma o$
symetrii o rownaniu x = —2? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O y=—2*+4x
O y==x*+4zx
O y=2*—4z

O y=—2*—4x

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wykres funkcji kwadratowej o osi symetrii x = —3 i wartosci
najwiekszej y = 1 ma réwnanie:

O y:(a:+3)2—|—1
O y=—(z+3)°+1
O y=—(z—-3)*+1

O y=—(z+3)?*-1




Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie rownania osi symetrii wykresu funkcji: f(zc) = ;—:2 - 3.

(] y==
(] y=—2-5
(] z=-2

[J y==z+1

Cwiczenie 4
Uzupetnij zdania. Wpisz do tabelki poprawne liczby.

Zdanie 97

Os symetrii wykresu funkcji ‘
f(z) =12 — |z + 3|| ma réwnanie: x =

O$ symetrii wykresu funkcji

f(z) = |22* — 20z + 47| ma réwnanie: ‘

Tr =

Os$ symetrii wykresu funkgji

z?—4zx+2 dlaz<3
flz)=14, ma ‘
z°—8x+14 dlax >3

rownanie: r =



Cwiczenie 5

Przyporzadkuj funkcjom réwnania osi symetrii ich wykresu.

f(il,'):x__ll—l z=-—2

fl@) =75 +4 z=2
f(z) =3z — 12z +9 y==z+2
f(z) = —22% — 8z + 4 y=z—2

Cwiczenie 6

Przeciagnij poprawne odpowiedzi.
Dopasuj rownania osi symetrii wykresu do wzoru funkcji:

) ma réwnanie:

____________________

a) O$ symetrii wykresu funkgji f(z) = sin(z —

b) O$ symetrii wykresu funkcji f(x) = cos (x +
tg(e —

) | ma réwnanie:

ol oy IR

N—"
3

QL

=

g\
>

QO

=N
™

c) O$ symetrii wykresu funkcji f(z)
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Cwiczenie 7
Wyznacz rownania osi symetrii przesunietego o wektor [1, 3] wykresu funkcji zy = 1.
Cwiczenie 8

Narysuj wykres funkcji y = |:1:2 — Q\xH i wyznacz jej o$ symetrii.



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnanie osi symetrii wykresu funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujagce we wzorze funkcji kwadratowejw postaci
ogolnej, kanoniczneji iloczynowej (jesli istnieje);

13) postuguje sie funkcja f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = |f(x)|.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

« wyznacza robwnanie osi symetrii funkcji f(z) = a|z — p| + gq;
e wyznacza roOwnanie osi symetrii paraboli;

e wyznacza rownanie osi symetrii hiperboli;

e podaje rownania osi symetrii funkcji trygonometrycznych;

e wyznacza roéwnania osi symetrii funkcji ztozonych.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
e praca z ekspertem.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer; badz jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w przyktadach 1, 2 i 4 sekciji
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje dyskusje dotyczacq wyznaczania rOwnan osi symetrii wykresu
funkciji f(x) = a|x — p| + q oraz paraboli. Uczniowie zastanawiajg sie nad sposobem
wyznaczania rownan osi symetrii wykresu funkcji liniowe;j.

2. Nauczyciel podaje temat zaje¢, podaje cele i wspolnie z uczniami ustala kryteria
sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy.

2. Uczniowie w grupach analizuja pozostaty materiat z sekciji ,Przeczytaj’ oraz ,Aplet”,
pod kierunkiem ekspertow — wybranych wczesniej uczniow, ktorzy przygotowali sie
w domu do wystapienia. Eksperci objasniaja ogladany material, zwracaja uwage na
wazne elementy.

3. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja ¢wiczenia 1 - 5 z sekcji ,Sprawdz si¢” a nastepnie
omawiaja zadania na forum klasy.



Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

si¢”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,

udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.
3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:
» Uczniowie rozwigzuja pozostate zadania z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

o Przykiady symetrii funkcji
o Symetria wykresu funkcji

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzysta¢ materiat z sekcji ,Aplet” do powtérzenia materiatu przed

sprawdzianem.
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