Wartosci funkgji trygonometrycznych sumy i roznicy
katow - zastosowanie do obliczen

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Film samouczek
« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Wartosci funkcji trygonometrycznych sumy i réznicy
katow - zastosowanie do obliczen
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Zrodto: Hert Niks, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Na poprzedniejlekcji zapoznale$ si¢ z szeScioma wzorami pozwalajagcymi obliczac¢ sinus,
cosinus i tangens sumy oraz roznicy argumentow. Wzory te s3 podstawg do wyznaczania
bardzo wielu kolejnych wzoréw waznych w trygonometrii. Na tej lekcji pokazemy, jak
poznane wzory stosowac¢ do wyliczania wartosci funkcji trygonometrycznych oraz zbiorow
wartosci szczegolnych typow funkciji trygonometrycznych.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ stosowac wzory na sinus, cosinus i tangens sumy oraz roznicy
argumentow.

» Dowiesz sig, jak wyznacza¢ zbior warto$ci funkcji trygonometrycznej postaci:
f(z) = asinz + bcos z.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnimy wszystkie wzory, z ktorych bedziemy korzystac.
Twierdzenie: funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentéw

Dla dowolnych z,y € R zachodza nastepujace wzory:

1. sin(x + y) = sinx cosy + cos z siny

2.sin(x —y) =sinz - cosy — cosx - siny
3.cos(z +y) =cosz-cosy—sinz - siny
4.cos(x —y) =cosz-cosy+sinz - siny.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y speiniajgcych warunki ¢ # 4 + km, y # 5 + km,
T +y # 4 + km, gdzie k € 7Z, zachodzi wzor:

_ _tgxttg
5.tg(:c+y) = Torgotzy-

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y speiniajgcych warunki z # 4 + km, y # 5 + k,
T —y # 5 + km, gdzie k € Z, zachodzi wzor:

_ _tgz—tgy

Teraz pokazemy kilka typowych zadan, w ktoérych mozemy wykorzysta¢ zaprezentowane

pOWYyzej wWzory.
Przyktad 1

Obliczymy cos(% — a), przy zalozeniu, ze
sina=—-0,6im<a< 32—”

Rozwigzanie:

Korzystajgc ze wzoru na cosinus réznicy argumentow zapisujemy:

1 V3

cos(§ — a) = cos gcosa +sin Fsina = 5cosa + “5-sina
Poniewaz m < a < 5F, wiec cosa < 0.

Wyliczamy cos a korzystajac z jedynki trygonometryczej:
cosa = —m =—/1-0,36 =-0,8.

Obliczamy zatem warto$¢ wyrazenie: cos(% — a) = % . (—%) +
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Przyktad 2

Obliczymy warto$¢ wyrazenia: sin 127" - cos 23" + cos 194° + cos 37°
Rozwigzanie:

Korzystajgc ze wzorow redukcyjnych zapisujemy:

1.sin127° =sin(37° +90°) = cos 37",
2.c08194° = cos(14° +180°) = —cos 14°,
3.c0s383" = cos(23° +360°) = cos23".

Zatem wyrazenie przyjmuje warto$c:

sin127° - cos23° +cos194° + cos37° - cos 383" =
=c0s37° -cos23° +cos37° -cos23° —cos14®

Zauwazmy, ze

cos14° = cos(37° —23°) = cos 37" - cos23” +sin37" - sin23°.
Wobec tego otrzymujemy:

—cos14” +2cos37° - cos23” =

= —cos(37° —23°) +2cos37° - cos23” =

= —cos37 - cos23” —sin37° -sin23° + 2cos 37" - cos23” =

=cos37° -cos23° —sin37° -sin23°.

- cos 383°.

W tej sytuacji mozemy wykorzysta¢ wzor i zapisa¢ powstate wyrazenie jako cosinus sumy:

cos(37° +23°) = cos60° = 1.

Przyktad 3

Obliczymy tg(a — B) przy zatozeniu, ze tga = 21icos f = —% i90° < 8 < 180°.

Rozwigzanie:

Poniewaz 90° < 8 < 180°, zatem sin 3 > 0.
Wobec tego mozemy wyliczy¢ sin 3:

sin 8 = \/1 — (&) =4

a nastepnie:
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Pozostaje teraz zastosowac wzoOr na tangens roznicy argumentow:

_ tgatgh _  2+F 14424 _ 38
tg(a —B) = Trtgatgh  1t2(-Z)  7-48 41

41
Przyktad 4

Uzasadnimy, ze warto$¢ wyrazenia: cos(150° — a) — cos(210° + «) nie zalezy od
warto$ci kata a.

Korzystajgc ze wzorow na cosinus roznicy argumentow oraz ze wzoroéw redukceyjnych
policzmy:

cos(150° — a) = cos 150 - cosa + sin150° - sina =
= cos(180° —30°) - cosa + sin(180° — 30°) - sina =
V3

o . o . 1 .
= —cos30 -cosa+sin30 -sina = —-5-cosa + Fsina.

Korzystajgc ze wzorow na cosinus sumy argumentow oraz ze wzorow redukcyjnych
policzmy:

cos(210° + a) = cos(30° + (180° + a)) =

=c0s30" - cos(180° + a) —sin30° - sin(180° + ) =

= @ . (—cosa) —

Wykorzystujac powyzsze obliczenia mozemy juz policzy¢ warto§¢ wyrazenia z zadania:

. (— sina) = —ﬁcosa—l— sma

ro|—

cos(150° — a) — cos(210° + a) =
V3 V3

= —Tcosa+ %sina— <——cosa+ 2sma) =

= %sina — %sina = 0.

Obliczenia pokazuja, ze wyrazenie cos(150° — a) — cos(210° + ) = 0, czyli nie zalezy

od wartosci kata a.

Stownik

jedynka trygonometryczna



podstawowa tozsamos¢ trygonometryczna: dla kazdejliczby rzeczywistej  spetniona jest

2

rownoéé: sin’z + cos?z = 1

wzory redukcyjne

zaleznoSci pozwalajace wylicza¢ wartosci funkcji trygonometryczne argumentu

roznigcego sie od danego argumentu o catkowitg wielokrotnosc 5



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, a nastepnie wykonaj polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIBpMYtPx

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcego przeksztalcania wyrazen
z zastosowaniem funkcji trygonometrycznych sumy katow.

Polecenie 2

Podaj zbiér wartosci funkcji y = 12sinax — 5 cos x, gdy = € R.

Polecenie 3

Wyprowadz twierdzenie podajace zbidr wartosci funkcji y = a sin « + b cos z, gdzie a, b sa

liczbami rzeczywistymi réznymi od 0.


https://zpe.gov.pl/a/D1BpMYtPx

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

tgl2® —tg327°
—tg192°-tg213°

Wyrazenia jest réwne:

o o o O O O




Cwiczenie 2

Do zbioru wartosci funkcji y = 6 sin x — 8 cos « naleza liczby:
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Cwiczenie 3

Potacz w pary: wyrazenie i jego wartosc.
cos(60° + ) - cosa + sin(60° + «) -
sin(45° — a) - cosa + cos(45” — a) -
sin(75° — a) - cosa + cos(75° — a) -

cos(30° + a) - cosa +sin(30° + a) -



Cwiczenie 4

[y

Wybierz wszystkie zdania prawdziwe. Jezeli sin(zc + y) = 3 sin (zc — y) = —5, to:

o o 0o o o O O

O

sinycos x

sin x cos y

sinx cosy =

sin x cos y

sinycos x

sin x cos y

sinycosx

siny cos x

Cwiczenie 5
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Jezelitg a = —% i
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% < a < 2m, to wartos¢ wyrazenia sin(a — %) jest rowna:



Cwiczenie 6

Potacz w pary rowne wyrazenia.

@sinx — gcosx cos(a: + %)
@sinx%— Lcosz sin(z + %)
2sinz 4+ Y2cosx —cos(z + )
@cosa: — %sina: sin(ac + %)
Cwiczenie 7 @©
Oblicza + B, jezelitg a = 2, tg = 2,0 < < 90°,0° < B < 90°.
@

Cwiczenie 8
Uzasadnij, ze warto$¢ wyrazenia cos? a + cos?(60° + a) + cos?(60° — «) nie zalezy od

wartosci a.




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Warto$ci funkcji trygonometrycznych sumy i réznicy katéw - zastosowanie do
obliczen

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;
Zakres rozszerzony 5) korzysta z wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katéw,
a takze na funkcje trygonometryczne katéw podwojonych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory na sinus, cosinus i tangens sumy oraz roznicy argumentow,
o analizuje funkcje trygonometryczne postaci:f(x) = asinz + b cos z oraz wyznacza jej
zbior wartoSci.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rOzmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Film samouczek” i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Film samouczek”.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat oraz cel zaje¢
2. Uczniowie wspolnie z nauczycielem ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg sie z przyktadami w sekciji ,Przeczytaj’. Notuja pytania, nastepnie
na forum klasy wspierani przez nauczyciela wspolnie udzielajg na nie odpowiedzi.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w parach ¢wiczenia 3-4. Po kazdym
zakonczonym zadaniu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie ma forum klasy.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 5-7 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Film samouczek” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Warto$ci funkcji

trygonometrycznych sumy i roznicy katéw - zastosowanie do obliczen”.
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