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Rownania wielomianowe

s

Zrodto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Aby opisac¢ zjawiska generujace dzisiejszy Swiat, wygodnie jest dysponowac¢ narzedziami,
ktore utatwiaja te opisy. Do nich niewgtpliwie naleza rownania. Dzigki rownaniom
wyzszych stopni, mozemy obliczy¢ na przyklad wymiary prostopadtosciennego akwarium
o objetosci 10 litrow i danych zaleznoSciach miedzy krawedziami podstawy i wysokos$cig.

Dzigki rownaniom wielomianowym, mozemy réwniez rozwigzywac problemy z teorii
matematyki. Czy potrafisz podac¢ trzy kolejne liczby naturalne, ktorych iloczyn jest rowny 6?
Czy istnieje liczba, ktorej szeécian jest rowny (—512)?

Odpowiedzi na te i inne bardziej ztozone pytania znajdziesz w materiatach dotyczacych
pojecia rownania wielomianowego i metod jego rozwigzania.

Twoje cele

e Okreslisz rodzaj réwnania ze wzgledu na liczbe niewiadomych i stopien
niewiadome;j.

e Rozpoznasz rownania wyzszych stopni z jedng niewiadoma.

» Rozwigzesz proste roOwnanie wielomianowe.

» Opiszesz za pomocg réwnania sytuacje przedstawiong stownie.



Przeczytaj

Definicja: Rbwnanie wielomianowe

Rownaniem wielomianowym stopnia n, n € N, nazywamy réwnanie, ktore mozna zapisac
W postaci

gdzie:
W (z) - jest wielomianem stopnia n.

Definicja: Pierwiastek wielomianu

Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy takg liczbe rzeczywista a, dla ktorej zachodzi
warunek W(a) = 0.

Rozwiazaniem rownania W(z) = 0 sa wszystkie pierwiastki wielomianu W(z).
Twierdzenie: Liczba rozwigzan rownania wielomianowego

Liczba pierwiastkow niezerowego wielomianu W (x) jednejzmiennejjest nie wieksza,
niz stopien wielomianu W (z).

Zapisanie roOwnania w postaci iloczynowej rownania polega na zapisaniu rownania za
pomocy iloczynu czynnikow, w ktorych niewiadoma jest jak najmniejszego stopnia.

Rownanie wielomianowe mozemy sprowadzi¢ do postaci iloczynowejnp. metoda
wylgczania wspolnego czynnika przed nawias, metodg grupowania wyrazow lub przez
wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia.

Przyktad 1
Rozwigzemy rownanie wielomianowe —2 - (z — 3)(2z + 1)(3 — 2z) = 0.

Jest to rownanie postaci W(z) = 0, gdzie W(x) = —2 - (z — 3)(2z + 1)(3 — 2x) jest
wielomianem zapisanym w postaci iloczynowe;.

Aby W (z) = 0, zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej alternatywy.

—2=0lubz—3=0lub2z+1=0lub3 -2z =0

Sprzeczno$¢ lubz = 3lubx = —% lubz = %

, . . . 1
Rownanie ma trzy rozwigzania — -, % 3.



javascript:void(0);

Przyktad 2

Rozwigzemy rownanie wielomianowe metodg wytgczenia wspolnego czynnika przed
nawias.

(x—1)(z+2) =3 (z+2)

(x—1)(z+2)—3-(x+2)=0

Wylgczymy sume algebraiczng (z + 2) przed nawias.
(x+2)(z—1-3)=0

(z+2)(z—4)=0

T+2=0lubzx—-4=0

xT=—2lubz =4

Rownanie ma dwa rozwigzania —2, 4.

Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie wielomianowe z® + 22 + = + 1 = 0 metoda grupowania wyrazow.
B4z +1=0

Grupujemy pierwsze dwa wyrazenia i wylaczymy przed nawias z2.
x4+ 1)+ (z+1)=0

Wytaczymy sume algebraiczng (« + 1) przed nawias.
(z+1)(z*+1) =0

Otrzymali$Smy rownanie zapisane w postaci iloczynowe;j.

x+1=0lubz?24+1=0

x = —1lubx? = —1 - sprzeczno$¢
Rownanie ma jedno rozwigzanie x = —1.
Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie 4z* — 4z? + 1 = 0.
Skorzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réznicy dwoch wyrazen.

(a —b)* = a2 — 2ab + b2
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Cayli:

(222)° 2222 1412 =0
(222 —1)* =0

222 —1 =0

Teraz skorzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow dwoch
wyrazen.

(V2z—1) (V22 +1) =0
(Ve —1) =0mub (V22 +1) =0

T = % lubz = —%

T = @ lubx = —TQ

Rownanie ma dwa rozwigzania ¢ = —g, T = \/TE
Przyktad 5

Iloczyn kwadratu pewnejliczby oraz kwadratu liczby o 2 od niej mniejszej jest rowny 64.
Obliczymy szukane liczby.

Niech:
x - szukana liczba,

x — 2 - szukana liczba zmniejszona o 2,
2?(z — 2)® - iloczyn kwadratow liczb.

Rownanie opisujace sytuacje przedstawiong w zadaniu to:
?(z—2)° =64

[z(z —2)]" -8 =0

[z(z —2) — 8][z(x —2)+ 8] =0
(m2—2x—8)(w2—2x+8) =0

2?— 2z —8=0Ilubz® —2z+8=10

Zajmiemy sie rozwigzaniem réwnania z2 — 2z — 8 = 0.

A=(—2"—4-(—8)=4+32=36=>VA=6



_ 2-6
1 — 5
To = 2<2|>6 _ 4

Obliczymy wyr6znik trojmianu kwadratowego 2 — 2z + 8 = 0.

A= (-2)"—4-8=4—32=—28 <0 - brak rozwigzan

Zatem szukane liczby to —2, —4 lub 4, 2.

Stownik

rownanie wielomianowe

réwnanie, ktore mozna zapisa¢ w postaci

gdzie:
W (z) jest wielomianem stopnian, dlan € N




Infografika

Polecenie 1

Najpierw sprobuj samodzielnie rozwigzac zadanie, a nastepnie przeanalizuj sposéb obliczenia
szukanych liczb zapisany w infografice i poréwnaj ze swoim rozwigzaniem.

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest rowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

@x
xr + 1
x + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

xz(x + 1) (x +2) = 6

x(x? + 22 +x + 2) = 6

z(x? + 3x + 2) = 6

x® + 3z® + 22 — 6 = 0

x? — 2?2 4+ 4x® —4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —dx(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(x — 1)(x? — 42 +6) =0

x— 1 =0 lub 2 — 4x + 6 = O

xr =1 A= (—4)>>—4-6=16 —24 = —8 < 0
x+ 1 =2

x + 2 =3

Odpowiedz:
Szukane liczby to 1, 2, 3.

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest rowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

.
x + 1
xr + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

xz(x + 1)(x +2) = 6

z(x? + 22 +x + 2) = 6

z(x? + 3x + 2) = 6

3 + 322 +2x — 6 = 0O

x® — 2% + 42? — 4 + 62 — 6 = 0O
xz?(x — 1) —dx(x — 1) +6(x — 1) =0
(x — 1)(x? — 4x + 6) = 0

r—1=0 lub x? —4x + 6 = 0

x =1 A= (—4)? —4-6=16 —24— —8 <O
x+ 1 =2

x+ 2 =3

Odpowiedz:
Szukane liczby to 1, 2, 3.



lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest réowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

@x
xr + 1
x + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

z(x + 1) (x +2) = 6

z(x? + 22 +x + 2) = 6

z(x? + 3z + 2) = 6

% + 322 +2x — 6 =0

3 — 2?2 4+ 42® —4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —dx(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(x — 1)(x? — 42 +6) = 0

x—1=0 lub % —4x +6 = 0

xr =1 A= (—4)>>—4-6=16 —24 = —8 < 0
x+ 1 =2

x + 2 =3

Odpowiedz:

Szukane Iicz@ 1, 2, 3.

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest rowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

-
x + 1
xr + 2

Z tresci zadan’=~ wynika, ze:
xz(x + 1) (= ) =6

z(x? + 22 +x+ 2) =6

z(x? + 3z + 2) = 6

x® + 3z% + 22 — 6 = 0

x® — x® + 42® — 4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —dz(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(z — 1)(x? — 42 +6) = 0

x — 1 =0 lub x? —4x + 6 = 0

x =1 AN =(—4)> —4-6 =16 —24 — —8 < O
x+ 1 =22

x+2 =3

Odpowiedz: @
Szukane liczb o1l, 2, 3.



lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest réowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

@x
xr + 1
x + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

z(x + 1) (x +2) = 6

z(x? + 22 +x + 2) = 6

z(x? + 3z + 2) = 6

% + 322 +2x — 6 =0

3 — 2?2 4+ 42® —4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —dx(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(x — 1)(x? — 42 +6) = 0

x—1=0 lub % —4x +6 = 0

xr =1 A= (—4)>>—4-6=16 —24 = —8 < 0
x+ 1 =2

x + 2 =3

Odpowiedz:
Szukane liczby to 1, 2, 3.

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest rowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

-
x + 1
xr + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

xz(x + 1) (x +2) = 6

z(x? + 22 +x+ 2) =6

z(x? + 3z + 2) = 6 @

x® + 3z% + 22 — 6 = 0

x® — x® + 42® — 4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —dz(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(z — 1)(x? — 42 +6) = 0

x — 1 =0 lub x? —4x + 6 = 0

x =1 AN =(—4)> —4-6 =16 —24 — —8 < O
x+ 1 =22

x+2 =3

Odpowiedz:
Szukane liczby to 1, 2, 3.

©



lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest réowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

@x
xr + 1
x + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

z(x + 1) (x +2) = 6

z(x? + 22 +x + 2) = 6

z(x? + 3z + 2) = 6

% + 322 +2x — 6 =0

3 — 2?2 4+ 42® —4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —dx(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(x — 1)(x? — 42 +6) = 0

x—1=0 lub % —4x +6 = 0

xr =1 A= (—4)>>—4-6=16 —24 = —8 < 0
x+ 1 =2

x + 2 =3

Odpowiedz:
Szukane liczby to 1, 2, 3.

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest rowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

-
x + 1
xr + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

xz(x + 1) (x +2) = 6

z(x? + 22 +x+ 2) =6

z(x? + 3z + 2) = 6

% + 322 +2x — 6 =0

% — 2% + 42? — 4x + 6 — 6 = 0
z?(x — 1) —dz(x — 1) + 6(x — 1) = 0
(z — 1)(x? — 42 +6) = 0

x — 1 =0 lub x? —4x + 6 = 0

x =1 AN =(—4)> —4-6 =16 —24 — —8 < O
x+ 1 =22

x+2 =3

Odpowiedz:
Szukane liczby to 1, 2, 3.



lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest réowny 6. Jakie to liczby?
Niech:

T
xr + 1
x + 2

Z tresci zadania wynika, ze:

z(x + 1) (x +2) = 6

z(x? +2x +~x + 2) = 6

x(x? +3x +2) = 6

% + 322 +2x — 6 =0

3 — 2?2 4+ 42® —4x + 62 — 6 = O
z?(x — 1) —4x(x — 1) +6(x — 1) =0
(x — 1)(x? — 42 +6) = 0

z—1=0 lub x? —4x +6 = 0

=1 AN =(—4)> —4-6=16 —24 = —8 <O
x+ 1 =2

x + 2 =3

Odpowiedz:

Szukane liczby to 1, 2, 3.
1. {audio}pierwsza liczba
2.{audio}druga liczba

3.{audio}trzecia liczba

4.{audio}Otrzymali$my rownanie wielomianowe stopnia trzeciego. Nie jest ono jednak
zapisane w postaci iloczynowej. Doprowadzimy je najpierw do postaci uporzagdkowane;j.

5. {audiolJest to rownanie wielomianowe zapisane w postaci sumy jednomianow.
Rozwigzanie takiego rownania wcale nie jest banalne.

6. {audio}Zastosujemy metode grupowania wyrazow. W tym celu zapiszemy rownanie
w postaci rownowazne;j.

7. {faudio}Wylgczymy sume algebraiczng (z — 1) przed nawias.

8. {audio}OtrzymaliSmy postac iloczynowego rownania wielomianowego. lloczyn dwoch
czynnikow jest rowny zero jezeli przynajmniejjeden z nich jest rowny zero.

Polecenie 2

lloczyn trzech kolejnych liczb parzystych jest rowny 48. Jakie to liczby?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz wszystkie réwnania wielomianowe z jedng niewiadoma.

T_ 9,51 ./3
T 2154-\/3 —
x®—2z2 0
T

1 _
ZII—F;—O

o —224 —3r=1

z® =1

x5+ 224 — 3z

o o o o 0o o O

(z—1)(z—2)(z—3)(z—4)=1



Cwiczenie 2 @)
Przeciagnij réwnanie do odpowiedniego okienka.

Réwnanie wielomianowe z jedng niewiadoma.

-3z __
== = 1

f/ixyzll

ab:0H3z2—2x=0’

5 — = CL8 — 0,2
Rownanie wielomianowe z wiecej niz jedng 2V2z 3z =0 ’ g

niewiadoma.

a=1

Cwiczenie 3

Potacz w pary tres¢ zadania z odpowiadajgcym mu réwnaniem.

Objetosc¢ graniastostupa prawidtowego

czworokatnego, ktérego wysokos¢ jest

o 1 wieksza od krawedzi podstawy jest
réwna 210.

n(n +1)(n+2) = 210

lloczyn trzech kolejnych liczb 9
1) =21
catkowitych jest réwny 210. B L
lloczyn trzech kolejnych liczb 3 3
parzystych jest rowny 192. n®+ (n+1)" =91
Suma szescianéw dwoch kolejnych

liczb naturalnych jest réwna 91. 2n(2n + 2)(2n + 4) = 192



Cwiczenie 4

Wskaz réwnanie opisujace sytuacje przedstawiong w zadaniu.
Wyznacz dtugosé¢ krawedzi podstawy x graniastostupa prawidtowego tréjkatnego o objetosci
9\/5, jezeli wysokos¢ graniastostupa jest o 1 wieksza od krawedzi podstawy.

m3+w2—9\/§:()

’(z+1) =36

o O O

zd+a*+36=0

O 22V3(z+1) =9V3

Cwiczenie 5

Zaznacz poprawna odpowiedz. Réwnanie 23 — 222 + 2 — 2 = 0 przedstawione w postaci
iloczynowej metoda grupowania wyrazéw to:

O (z-1)*@=z+1)=0
O (z—2)(z*+1)=0
O (#2-2)(z+1)=0

O (z—2)(z*-1)=0



Cwiczenie 6

Wybierz wszystkie réwnania wielomianowe réwnowazne réwnaniu * — 522 + 4 = 0.
z?(z2 - 1) —4-(z2-1) =0

(x2 —4)(332 — 1) =0

(z—2)(z+2)(x—1)(z+1)=0

(w2+w+2)(az2—|—w—2) =0

2t — 22— 422 +4=0

o o o o g o

(22 +1)(z—2)(z+2) =0
) (z®>—2z—-2)(z*+2—-2)=0
Cwiczenie 7 @

Rozwiaz réwnanie 2 — 1522 + 75z — 125 = 0, stosujac odpowiedni wzor skréconego
mnozenia.
Wopisz poprawna liczbe.

xr =

Cwiczenie 8 @

Uzupetnij brakujace wyrazenie. Przeciggnij poprawne liczby lub jednomiany w odpowiednie
miejsca.

Zapisz rownanie 25 — 27 = 0 w postaci iloczynowej:

(22— - (z'+ +9) = 0.

32| [ =32 [3][ 3]
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Autor: Jolanta Schilling
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Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) rozwigzuje rownania wielomianowe postaci W(x) = 0 dla wielomianow
doprowadzonych do postaci iloczynowejlub takich, ktore sie daja doprowadzi¢ do postaci
iloczynowej metoda wylgczania wspolnego czynnika przed nawias lub metodg grupowania.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla rodzajréwnania ze wzgledu na liczbe niewiadomych i stopien niewiadome;j
e rozpoznaje rownania wyzszych stopni z jedng niewiadomg

e rozwiazuje proste rownanie wielomianowe

e opisuje za pomocga rownania sytuacje przedstawiong stownie

e tworzy procedury budowy rownania zapisanego w postaci iloczynowe;.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e analiza przypadku
o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Wybrani wczesniej przez nauczyciela uczniowie podaja przyktady prostych zaleznosci
dajacych sie zapisa¢ w postaci rownania wielomianowego.

Faza realizacyjna:

1. Kazdy uczen otrzymuje od nauczyciela 10 przyktadow roznych rownan. Nastepnie stara
si¢ podzieli¢ rownania na grupy, wedtug wtasnych kryteriow.

2. Uczniowie podzieleni na grupy 6 osobowe omawiajg rezultaty swojej pracy i porownuja
dokonane podzialy. Tworzg wspolny schemat ilustrujacy rodzaje rownan ze wzgledu na
liczbe niewiadomych i stopien rownania, podzial na rownania liniowe, kwadratowe
i wielomianowe stopnia wyzszego niz 2.

3. Uczniowie zapoznaja sie z materialami z sekcji Przeczytaj, ogladajg infografike
i omawiajg jg wraz z nauczycielem.

4. Uczniowie w parach lub indywidualnie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 6.
Wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce okreslania rodzaju
rownania ze wzgledu na liczbe niewiadomych, stopien réwnania, podziat na rownania
liniowe, kwadratowe i wielomianowe stopnia wyzszego niz 2.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 7, 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Pierwiastki rownan

Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wykorzystana do pracy w parach na zajeciach podsumowujgcych
tematyke zwigzang z rozwigzywaniem rownan.
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