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Wiedzac, ze w pewnejklasie jest 17 chlopcow i 14 dziewczynek mozemy od razu
stwierdzi¢, ze ta klasa liczy 31 uczniow. Dla uzyskania tejinformaciji wystarczyto dodac
liczby osob kazdego z dwoch rozigcznych zbioréw: dziewczynek oraz chlopcow z tejklasy.

Ten wstepny przyktad pokazuje zastosowanie prezentowanejw tym temacie kolejne;j
podstawowej zasady kombinatorycznej, nazywanejregutg dodawania.

Stosowanie tejreguty w praktyce zaczniemy od przykladow, w ktorych pokazemy, Ze liczba
elementow sumy dwoch zbiorow tylko w szczegdlnych przypadkach jest rowna sumie
elementow tych zbiorow.

W trudniejszych przyktadach pokazemy, ze zastosowanie reguty dodawania wymaga
rozpatrzenia kilku rozigcznych przypadkéw, obliczenia liczby mozliwosci w kazdym z nich,
a nastepnie dodania liczb otrzymanych w tych poszczegélnych przypadkach dla uzyskania
ostatecznego wyniku.

Twoje cele

e Zapoznasz si¢ z regutg dodawania.
e Bedziesz doskonali¢ umiejetnosci postugiwania si¢ tym pojeciem w zadaniach
kombinatorycznych.




o Nauczysz si¢, jak wykorzysta¢ regute dodawania do rozwigzywania zadan
dotyczacych liczby elementow sumy zbiorow.

» Umiejetno$¢ dzielenia zbioru na roztagczne podzbiory pozwoli Ci stosowac regute
dodawania w zadaniach kombinatorycznych.



Przeczytaj

Reguta: Reguta dodawania - suma dwoch zbioréw roztacznych

Zalozmy, ze w wyniku podziatu (rozbicia) pewnego zbioru otrzymaliSmy dwa podzbiory,
Ai B. Wtedy ten zbior oznaczamy jako A U Bi mowimy, Ze jest on suma dwoch zbioréw
roztacznych A i B.

Wtedy liczba elementéw zbioru A U B jest suma liczb | A| i | B|, ktore opisujg liczby
elementow jego roztgcznych podzbiorow A i B, otrzymanych w wyniku tego podziatu:

|AU B| = |A| + |B.

Przyktad 1

Wykazemy, ze w kazdym ze zbiorow:
A; - trzycyfrowych liczb parzystych
oraz

A, - trzycyfrowych liczb nieparzystych
jest 450 elementow.

Poniewaz zbiory A; oraz A, sa roztaczne, aich suma A; U A, jest zbiorem wszystkich
liczb trzycyfrowych:

A; U A, ={100,101,102,...,998,999},
wiec
| A1 U As| = |Az| + | As| =999 — (100 — 1) = 900.

Ponadto (co wiemy z reguty rownolicznoéci) |[A;| = |As|, a to oznacza, ze
43| = | 4] = & - 900.

Uwaga. Powyzej stwierdzili$my, Ze zbiory A1 i A2 s rozigczne. Uzywajgc symbolu
iloczynu (czesci wspolnej) zbiorow oraz symbolu zbioru pustego zapisujemy ten fakt
nastepujaco: A1 N A2 =0

Reguta: Reguta dodawania

Jezeli zbiory Ay, Aa, ..., A, s3 parami roztaczne, to liczba elementow zbioru
A1 UAyU. ..U A, jest rowna sumie liczb elementéw kazdego ze zbioréw

A1, As, ..., Ap:
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A1 UAs U . UA,| = |A1] + |As| + ...+ |Ay|
Przyktad 2

Obliczymy, ile jest liczb trzycyfrowych, ktore sa podzielne przez 3 lub sg podzielne przez
5.

Oznaczmy:
A - zbior liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3,
B - zbior liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5.

Mamy obliczy¢, ile jest liczb trzycyfrowych, ktore sa podzielne przez 3 lub przez 5, czyli
liczbe |A U B| elementow zbioru A U B.

Korzystajac z reguty rownolicznosci zauwazamy, ze:

o wszystkich liczb trzycyfrowych jest 900,
 wszystkich liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3 jest |A| = =+ - 900 = 300,

- 900 = 180,

o = o=

« wszystkich liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 jest | B| =

Zbiory A i B nie s3 jednak roztaczne - wsérdd liczb trzycyfrowych sg takie, ktore dziela
sie zarowno przez 3, jak i przez 5. Poniewaz liczba catkowita dzieli si¢ przez 3 i przez 5
wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli si¢ przez 15, wiec nalezy jeszcze obliczyc, ile jest liczb
trzycyfrowych podzielnych przez 15, czyli elementow zbioru A N B. Korzystajac z reguty
réwnolicznosci stwierdzamy, ze |[A N B| = %5 - 900 = 60.

Zbior A U B da sie wiec podzieli¢ na trzy roztaczne podzbiory:

« zbidr A N Bliczb trzycyfrowych podzielnych przez 3 i podzielnych przez 5,
 zbiér A\ B tych liczb trzycyfrowych, ktore dzielg sie przez 3 i nie dzielg sie przez 5,
e zbior B\ A tych liczb trzycyfrowych, ktore dzielg sie przez 5 i nie dziel sie przez 3.

Zbior A liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3 mozemy rozbi¢ na dwa podzbiory:
podzbiér A N B liczb podzielnych przez 5 i podzbior A \ B liczb niepodzielnych przez 5.

Wobec tego z reguty dodawania otrzymujemy rownos¢ |A| = |AN B| + |A \ B|, skad
|A\ B| = |A] — |AN B| = 300 — 60 = 240

Zbior B liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 mozemy rozbi¢ na dwa podzbiory:
podzbiér B N A liczb podzielnych przez 3 i podzbiorB \ A liczb niepodzielnych przez 3.

Na podstawie reguty dodawania wynika stad, ze |B| = |BN A| + |B\ A|, awiec
|B\ A| =|B| —|BN A| =180 — 60 = 120.
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Korzystajgc z reguty dodawania stwierdzamy, ze wszystkich liczb trzycyfrowych, ktore sa
podzielne przez 3 lub przez 5 jest
|AUB| = |A\ B|+ |ANB|+ |B\ A| =240+ 60 + 120 = 420.

Wazne!

Poniewaz dla dowolnych dwoéch zbioréw A oraz B prawdziwe sg rownosci:
[Al = |A\ B| + [AN B,

B|=|B\ A|+]|ANB

oraz

|AUB| = |A\ B|+ |ANB|+ |B\ A|

wiec

| AUB|=(|A| - |ANB|)+|ANnB|+ (|B|-|ANB|) =|A|+ |B| — |AnN B|
Twierdzenie: o liczbie elementéw sumy dwéch zbioréw

Dla dowolnych dwoch zbioréw A oraz B prawdziwa jest rownos$¢

|AUB| = |A| +|B| - |AN B

Przyktad 3

W konkursie matematycznym uczestniczylo 247 uczniow. Kazdy z uczestnikow miat do
rozwigzania pie¢ tych samych zadan.

Po zakonczeniu zawodow okazalo sig, ze:

e 31 uczestnikow nie rozwigzato zadnego z dwoch pierwszych zadan,
e 198 uczestnikow rozwigzato zadanie pierwsze,
e 63 uczestnikow rozwiazato zadanie drugie.

Ustalimy, ilu uczestnikow tego konkursu rozwigzato oba zadania: pierwsze i drugie.

Z tresci zadania wynika, ze liczba uczestnikoéw konkursu, ktorzy rozwigzali zadanie
pierwsze lub zadanie drugie jest rowna 247 — 31 = 216.

Przyjmiemy teraz nastepujace oznaczenia:
A - zbiér uczestnikow konkursu, ktérzy rozwigzali zadanie pierwsze,
B - zbior uczestnikow konkursu, ktorzy rozwiazali zadania drugie.

Wiemy, ze |A U B| = 216, |A| = 198 oraz |B| = 63.
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Oznaczmy przez z liczbe uczestnikow konkursu, ktorzy rozwiazali oba zadania.
Na podstawie reguty dodawania prawdziwe sg nastepujgce zaleznosci
|A\B|=1|A| - |ANB| =198 —z,|B\ A| = |B| — |ANB| =63 — «.

Zatem jeszcze raz korzystajac z reguly dodawania otrzymujemy rownos¢
|[AUB| = |A\ B| + |ANB| + |B\ 4] = 216,

skad

216 =198 —z +x + 63 — z,

awiec

z = 198 4+ 63 — 216 = 45.

Oznacza to, ze 45 uczestnikow tego konkursu rozwigzato oba zadania: pierwsze i drugie.
Uwaga.

Wiedzac, ze |A U B| = 216, |A| = 198 oraz | B| = 63 mozna byto od razu skorzysta¢
z powyzszego twierdzenia i zapisac¢, ze z rOwnosci

|AUB| = |A|+ |B| — |AN B|

dostajemy

AN B| =|A| + |B| — |AU B| = 198 + 63 — 216 = 45.

Stownik
reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, Ao, ..., A, sa parami roztaczne, to liczba elementow zbioru

A;UAsU. ..U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow
Al,Ag, N ,Anl

A1 UAy U...UA,| = |Ay| + |Ag| + ...+ |A,|
reguta réwnolicznosci

dwa zbiory A i B sa rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru A
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twierdzenie o liczbie elementéw sumy dwéch zbiorow

dla dowolnych dwoch zbioréw A oraz B prawdziwa jest rownos$¢
|AUB| = |A| + |B| - |[AN B



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja. Przeanalizuj oméwione w niej rozwigzanie zadania, w ktérym
zastosowano regute dodawania.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D6mLxINqG

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego liczby elementow zbioru skonczonego
oraz reguty dodawania.



https://zpe.gov.pl/a/D6mLx9NqG

Polecenie 2

Korzystajgc z omdéwionego przyktadu, rozwigz samodzielnie nastepujgce zadanie.

W pewnym liceum dla uczniéw klas trzecich prowadzone sg zajecia trzech két zainteresowan:
o kota matematycznego,
e kota biologicznego,
e kota historycznego.

Na liscie ucznidw, ktérzy biorg udziat w zajeciach cho¢ jednego z tych trzech kot jest ogdétem
75 0s6b, przy czym:

e W zajeciach kota matematycznego bierze udziat 55 oséb,
e W zajeciach kota biologicznego bierze udziat 50 oséb,
e W zajeciach kota historycznego bierze udziat 39 oséb.

Wykaz, ze w tym liceum taczna liczba ucznidéw klas trzecich, ktérzy biorg udziat w zajeciach
tylko jednego kota zainteresowan, jest o 6 wieksza od liczby uczniéw, ktérzy biorg udziat
w zajeciach wszystkich trzech két zainteresowan.

Wazne!

Poniewaz na podstawie reguty dodawania dla dowolnych trzech zbioréw A, B oraz C
prawdziwe sg rownosci:

Al =|A\ (BUC)|+|(ANB)\C|+|[(AnC)\ B|+|ANnBNC|,
|B|=|B\(AUC)|+[(ANB)\C|+ |(BNC)\ A+ |AnBNC|,
IC|=|C\(AUB)|+ |(ANC)\ B|+ |(BNC)\ A+ |ANnBNC|,
|ANB|=|(ANB)\C|+|[ANnBNC),

IBNC|=|(BNC)\A|+|AnBNC],



IANC|=|(ANC)\B|+|ANnBNC|
oraz

|JAUBUC|=|A\(BUQ)|+|B\ (BUQC)|+|C\ (AUQO)|+
+(ANC)\B|+ |(ANB)\C|+ |(BNC)\ A+ |ANBNC|

wiec

|JAUBUC| = |A|+ |B|+|C|—(JANB|+|BNC|+|ANC|)+|ANnCnN B
Twierdzenie: o liczbie elementéw sumy trzech zbioréw

Dla dowolnych trzech zbioréw A, B oraz C prawdziwa jest rownosc¢

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—(|JAnB|+|BNC|+|ANC|)+|AnCnN B



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, ktére sg podzielne przez 4 lub s3 podzielne przez 9 i wpisz
wynik w puste pole.

Odpowiedz: Takich liczb jest

Cwiczenie 2 @
Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, ktore sg podzielne przez 10 lub sg podzielne przez 25
i wynik wpisz w puste pole.

Odpowiedz: Takich liczb jest

Cwiczenie 3

Oznaczamy:

A - zbiér trzycyfrowych liczb naturalnych, ktére dzielg sie przez 9,
B - zbior trzycyfrowych liczb naturalnych, ktére dzielg sie przez 10.
Podane nizej liczby uporzadkuj od najmniejszej do najwieksze;j.

|AN B| $
|A\ B s
|AU B =
|B\ A =



Cwiczenie 4

Kazdy z 88 uczestnikow warsztatéw matematycznych miat okresli¢, co chciatby robi¢ we
wtorek po kolacji. Do wyboru byty zajecia na sali gimnastycznej lub gry na swietlicy. 35 oséb
zgtosito chec¢ udziatu w zajeciach na sali gimnastycznej, 62 - w grach na swietlicy, przy czym
11 oséb zgtosito sie i do zaje¢ na sali gimnastycznej, i do gier na $wietlicy. llu uczestnikéw tych
warsztatow postanowito po kolacji zosta¢ w pokoju? Zaznacz wtasciwa odpowiedz.

O 4

O 1

O 2

O 3

Cwiczenie 5
W klasie III b jest 31 ucznidw, z czego 19 to chtopcy. Wiadomo, ze 15 uczniow tej klasy

chodzi na zajecia kétka matematycznego. llu chtopcéw bierze udziat w zajeciach tego kétka?
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

(] Co najmniej trzech chtopcow.

(] Co najmniej czterech chtopcow.

(] Co najmniej dwoch chtopcéw.

(] Co najmniej jeden chtopiec.



Cwiczenie 6
Ze zbioru {1,2,3 ,...,999,1000} wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000 usunieto

najpierw wszystkie liczby podzielne przez 4, a nastepnie sposrdd reszty usunieto wszystkie
liczby podzielne przez 5. lle liczb pozostato? Zaznacz wtasciwag odpowiedz.

550

600

o O O

450

O 400

Cwiczenie 7
lle jest liczb czterocyfrowych, ktére sa niepodzielne przez 25 lub sg niepodzielne przez 24?
Zaznacz wtasciwg odpowiedz.

8265

8295

8985

o O O O

8280



Cwiczenie 8 @

lle jest liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 3, przez 4 lub przez 5? Zaznacz wtasciwag
odpowiedz.

(] Wiecej niz 500 i mniej niz 600.
(] Wiecej niz 550.
(] Wiecej niz 450 i mniej niz 550.
(] Mnigj niz 500.
Cwiczenie 9 @

Wsréd 100 uczestnikédw pewnego miedzynarodowego konkursu matematycznego 80 zna
jezyk angielski, 50 zna jezyk francuski, 40 zna jezyk niemiecki, a 21 zna jezyk rosyjski. Co
z tego wynika? Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi.

Pewien uczestnik tego konkursu, ktéry zna jezyk niemiecki, zna réwniez jezyk
U francuski.

Pewien uczestnik tego konkursu, ktéry zna jezyk angielski, zna réwniez jezyk
U francuski.

Pewien uczestnik tego konkursu, ktéry zna jezyk francuski, zna réwniez jezyk
U rosyjski.

D Pewien uczestnik tego konkursu, ktéry zna jezyk rosyjski, zna rowniez jezyk
angielski.



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Liczba elementow zbioru skonczonego - reguta dodawania

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne:

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych
i teoretycznych.

TreSci nauczania - wymagania szczegoétowe:

XlI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy. Uczen:

2) zlicza obiekty, stosujac reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) dla dowolnej liczby
czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:

a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1 i doktadnie jedna cyfra 2,

Zakres rozszerzony 1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria,

z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzordéw na liczbe: permutacji,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu
zliczania elementéw;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje regute dodawania,
 stosuje regule dodawania w zadaniach kombinatorycznych dotyczacych liczby
elementow sumy zbiorow,



« analizuje zbior w celu podzielenia go na roztaczne podzbiory z zastosowaniem reguty
dodawania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
e sztuka teatralna;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
»Przeczytaj”. Wspolnie na forum klasy omawiajg pytania i problemy.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie analizujg tres¢ polecenia numer 1 ,Zapoznaj si¢ z ponizszg
animacjy. Przeanalizuj omoéwione w niejrozwigzanie zadania, w ktorym zastosowano
regute dodawania” oraz materiat z sekcji ,Animacja”. Nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci, ktore pojawily sie po zapoznaniu si¢ z materiatem.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, zZe w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.



Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: , Liczba elementow zbioru skoniczonego -
regula dodawania ,, i inicjuje krotkg rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie
uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to

potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Liczba elementow zbioru skonczonego - reguta
dodawania ,,).

Materialy pomocnicze:

» Liczba elementow zbioru skonczonego
» Reguta mnozenia, reguta dodawania

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Liczba elementow zbioru skonczonego - reguta
dodawania ,,.
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