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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Wsrod ciggow nieskonczonych mozemy wyroznic takie, ktore posiadajg granice bedaca
liczba rzeczywistg oraz takie, ktore takiej granicy nie posiadajg. Ciggi posiadajace granice
bedacy liczbg rzeczywistg nazywamy ciggami zbieznymi. Istnieje wiele metod
pozwalajacych stwierdzi¢ czy cigg nieskonczony posiada granice oraz obliczyc jej wartoSc.
Temat ten poSwiecimy zaprezentowaniu niektorych z tych metod.

Twoje cele

» Obliczysz granice ciggow zbieznych wykorzystujgc twierdzenia o arytmetyce granic.
e Obliczysz granice ciggow zbieznych, korzystajgc ze znajomosci granic ciggow
poznanych wczes$niej.




Przeczytaj

Przypomnijmy twierdzenie o arytmetyce granic ciggow.

Twierdzenie: Arytmetyka granic
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Korzystajac z powyzszego twierdzenia pokazemy jak oblicza¢ granice pewnych typow
ciggow. Przyjrzyjmy sie ponizszym przyktadom.

Przyktad 1

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
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Na poczatek wylaczamy najwyzsza potege licznika i mianownika, czyli n?, przed

nawias.
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Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie granica ciggu jest iloraz wspotczynnikow
stojacych przy najwyzszych potegach n licznika i mianownika. Okazuje si¢, ze nie jest

to przypadek. Zachodzi bowiem nastepujgca wlasnosc.

WHtasnosc: Granica ilorazu wielomianéw (1)

Niech dany bedzie cigg o wyrazie ogolnym
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Wowczas

Dowod.

W celu obliczenia granicy danego ciggu wylgczamy w liczniku oraz w mianowniku

najwyzsza potege, czyli n¥. Otrzymamy wowczas
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Przyktad 2
Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
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Korzystajac z powyzszej wlasnosci mamy, ze
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Przyktad 3
Rozwazmy cigg o wyrazie ogolnym
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W celu obliczenia jego granicy wylgczamy w mianowniku najwyzsza potege n

przed nawias.
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Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie wyraz ogolny ciggu jest utamkiem, ktory
w mianowniku ma wielomian stopnia wyzszego niz wielomian w liczniku. W takiej

sytuacji granica ciggu jest zawsze rOwna zero. Mozna to zapisa¢ w postaci wiasnosci.

Witasnosé: Granica ilorazu wielomianow (2)

Niech dany bedzie ciag o wyrazie ogolnym
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gdzie Wy, (n), P;(n)sa dwoma wielomianami stopni k oraz [. Jesli stopien
wielomianu w liczniku jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku, tzn.
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Przypomnijmy sobie, ze 711_1}14{1oo an =1oile nl_lgloo an = a > 0. Spdjrzmy na kolejny

przykiad.

Przyktad 4

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
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Na poczatek przeksztalcimy wyraz ogdlny ciggu wytaczajac przed nawias pod
pierwiastkiem wyrazenie 5"
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Nastepnie zapisujemy pierwiastek iloczynu w postaci iloczynu pierwiastkow
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Przyktad 5

Zapoznaj si¢ z ponizsza infografika, na ktorej przedstawiono sposob na obliczenie
granicy pewnego typu ciggu. Wyraz ogolny tego ciggu, to pierwiastek n-tego

stopnia z wielomianu.

Stownik

granica ciggu

liczba rzeczywista g taka, ze dla dowolnej liczby dodatniej € istnieje liczba

naturalna N taka, ze dla kazdej liczby naturalnejn > N zachodzi |a,, — g| < €



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym samouczkiem, na ktérym przedstawiono kilka przyktadéw obliczania
granic ciggéw zbieznych z wykorzystaniem twierdzen poznanych wczesniej. Po zapoznaniu sie

z nagraniem wykonaj zamieszczone pod nim polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaShHwVG3

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej obliczania granic ciggoéw zbieznych.

Polecenie 2

Oblicz granice ciggu o wyrazie ogdlnym
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Polecenie 3

Oblicz granice ciggu o wyrazie ogdlnym
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https://zpe.gov.pl/a/DaShHwVG3

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie granic ciaggéw zbieznych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

. . . , . . . , 1 . . ,

1. oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu -, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje poznane twierdzenia i wlasnosci do obliczania granic ciggoéw zbieznych.
 stosuje twierdzenie o arytmetyce granic do obliczania granic ciggéw zbieznych
w postaci ulamkoéw wymiernych

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
e metoda kosza i walizki;



dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji

LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat: ,Obliczanie granic ciggow

zbieznych”.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego

tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,Zapoznaj si¢ z ponizszym samouczkiem, na

ktorym przedstawiono kilka przyktadoéw obliczania granic ciggéow zbieznych

z wykorzystaniem twierdzen poznanych wczesniej. Po zapoznaniu si¢ z nagraniem
wykonaj zamieszczone pod nim polecenia’” z sekcji ,Film samouczek” Uczniowie
zapoznaja sie z tre$cig materialu, nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja
ewentualne watpliwosci.

. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywa¢ ¢wiczenia nr

1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacije, udziela uczniom informaciji zwrotne;j.

. W dalszej czegsci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu

kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.



4. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Obliczanie granic ciggow zbieznych”).

» Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej naturalne;j
» Ciagiliczbowe. Cigg arytmetyczny i cigg geometryczny — poziom rozszerzony

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekciji ,Film samouczek” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Obliczanie granic ciggow zbieznych”.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR
https://static.epodreczniki.pl/portal/f/res/Rhu0wtmPvQ3Ek/1/1U2nM4ztfXTmMrdSnyyqHdIUOVdie3bB/Ciagi-liczbowe.pdf

