Wzory skroconego mnozenia na deser

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Galeria zdjec interaktywnych
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Wzory skroconego mnozenia na deser

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Okazuje sig, ze podobnie jak wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy dwoch wyrazen,
mozna rozwazac¢ wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy trzech, a nawet wiecej
wyrazen. Wlasnie w tym materiale bedzie okazja, aby wyprowadzi¢ taki wzor i poznac jego
zastosowanie.

Zbierzemy tez wiadomos$ci na temat poznanych juz wzoréw skroconego mnozenia
i rozwiniemy umiejetnosci ich wykorzystania.

Twoje cele

o Wyprowadzisz wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy (réznicy) trzech
wyrazen.

e Zintegrujesz umiejetnos$ci wykorzystania poznanych wzoréw skroconego mnozenia.



Przeczytaj

Kwadrat sumy

Korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy dwoch wyrazen, mozemy otrzymac¢ wzor na kwadrat
sumy trzech wyrazen.

(a+b+c)=[a+b)+c>=(a+b’+2-(a+b) c+c
(a+b+c)* = a® + b2 + 2ab + 2ac + 2bc + ¢2
(a+b+c)® =a?+ b2+ + 2ab + 2ac + 2bc
Wazne!
Wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy trzech wyrazen.
(a+b+c)* =a?+ b2 + & + 2ab + 2ac + 2be

Kwadrat sumy trzech wyrazen a, b, ¢ jest rowny sumie kwadratow tych wyrazen

i podwojonych iloczynow ab, ac, be.

Wzor na kwadrat sumy trzech wyrazen mozna stosowac, przeksztalcajgc wyrazenia
algebraiczne czy w dowodach nieré6wnosci.

Przyktad 1
2 —
Wykazemy, ze jeSlia > 0,0 > 0,¢ > 0to (\/E—l— Vb + \/E) > +vab + \/ac + Vbe.

Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy trzech wyrazen

(¢a+x/5+\/6)2:a+b+c+2¢%+2\/a_c+2x/b_c

Poniewaza > 0,b > 0,c > 0, zatema + b+ ¢ > 0.

Stad:
(\/E+\/5+\/E)2 > 2v/ab + 2v/ac + 2v/be > Vab + v/ac + vbe

Przyktad 2



javascript:void(0);

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nieréwnos¢
3(a2 + b2 +¢2) > (a+b+c)

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez M roéznice wyrazen z leweji prawej strony nieréwnosci.

Wykazemy, ze ta roznica jest nieujemna.
M=3a+b+c)—(a+b+e)

Wykonujemy wskazane dziatania (korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy trzech
wyrazen).

M = 3a® + 3b% + 3¢® — (a2 + b+ —|—2ab+2ac+2bc)
Redukujemy wyrazy podobne.
M = 2a® + 2b% + 2¢% — 2ab — 2ac — 2bc

Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie tak, aby zapisa¢ sume w postaci sumy trzech
kwadratow - korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy.

M = a® — 2ab + b? 4 b* — 2bc + c* + ¢® — 2ac + a?
Suma kwadratow jest zawsze nieujemna.
M=(a—b’+0b-c)’+(c—a)i’>0

Rozpatrywana nieré6wnosc¢ jest prawdziwa.

M>0
Przyktad 3
Rozwigzemy roOwnanie (x_y)zf(";i;rzi o % x=0jeSlic+y+2=0.
Rozwiazanie:

W mianowniku utamka wykonujemy wskazane dziatania.

42 —L;p—()
22 —2xy+y?+y? —2yzt+22+22 —2xzta? 2%
2’1 +2° o lw —0
2(z2+y2+22)— (2zy+2yz+2z2) 2

Przeksztalcamy wzor na kwadrat sumy trzech wyrazen, pamietajac, ze ¢ + y + 2z = 0.

(w+y+z)2:w2+y2—|—z2+2a:y—|—2:cz—|—2zy


javascript:void(0);
javascript:void(0);

0=2x2+1"+ 22+ 22y + 2z2+ 22y
2+ + 2% = —(2zy + 222 + 22y)

Powracamy do rownania - wykorzystujemy powyzsza zalezno$¢ w mianowniku utamka.

2412 _1.-0
2(x2+y2+22)+(ﬁ:2+y2+22) 2
2,2 .2
Tyt 1
3(z2+y?+2?) 2 L = 0
Skracamy.
1 1.,
3 32=0
=2

Wzory skroconego mnozenia stopnia drugiego raz jeszcze

Rozwigzemy teraz kilka zadan, wykorzystujac znane juz wiasnosci wynikajace ze wzorow
skroconego mnozenia.

Przyktad 4

Uzasadnimy, ze dla nieujemnych liczb a, b prawdziwa jest nier6wnos¢

Va+ Vb < /2(a+Db).
Rozwigzanie:

Obie strony dowodzonej nieré6wnos$ci sg nieujemne, zatem rozpatrywana nieréwnosc jest
rownowazna nierownosci

(va+ \/5)2 < 2(a +b)
Stad:
2vab < 2a+2b—a—b
2vab<a+b

Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy otrzymujemy

a-+b—2vab>0
(\/5—\/5)220

Nierownos$¢ otrzymana jest prawdziwa i rownowazna dowodzonej nieréwnosci.




Zatem dowodzona nieré6wnosc¢ jest prawdziwa, co nalezato dowiesc.
Przyktad 5

Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniejn liczba K = 16™ — 22" 4 64 jest
kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy wyrazenie okreslajace liczbe K.

K = 16" — 2204 | 64 = (47)® — 2.4 . 23 4 82 = (47 — 8)?
Liczba K jest wigec kwadratem liczby 4" — 8.

Przyktad 6

Q|
I
=
|n
_|_
o=
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o

Znajdziemy sume liczb a, b, c wiedzac, ze - + % =0, ﬁ +
Rozwigzanie:

Dodajemy stronami zapisane rownosci.

a 1
2 T =0
b 1 _
20c T2 =0
c 1
35 T35 =0

a 1 b 1 c 1
e T et 2e Tatas 5 =0

Sprowadzamy lewg strone rownosci do wspolnego mianownika.

a?+b*++2ab+2ac+2bc 0
2abc -

Licznik zapisujemy w postaci kwadratu sumy (korzystamy ze wzoru skroconego
mnozenia).

(a+b+c)2 —0
2abc _

Utamek jest rowny 0, jezeli jego licznik jest rowny 0.

a+b+ec=0

Suma liczb a, b, c jest rowna 0.

Stownik



kwadrat sumy trzech wyrazen

kwadrat sumy trzech wyrazen a, b, c jest rowny sumie kwadratéw tych wyrazen
i podwojonych iloczynow ab, ac, be



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Zaobserwuj, w jaki sposéb mozna graficznie
zilustrowac wzér na kwadrat sumy trzech wyrazen.

Polecenie 2

2

Wykaz, ze (a — b —¢)” = a® + b% + ¢ — 2ab — 2ac + 2bc.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij, przeciaggajac w prawidtowe miejsca odpowiednie wyrazenia.

(a+b+c)2:(a+b+c).(§§ ’)
(a + b+ 0)2 _ (a i b)2 e (-ii:::::::::::::::::_.,;)

e et e
@rvrp—@rore( SN

‘b—i—cHa—l—b—i—cHa—l—ch—i—2a—|—2b’

Cwiczenie 2 @)

Uzupetnij, przeciagajac odpowiednie liczby.

(6] (2] Le) Le) (2] (8] [20] [22] 9] o]

Cwiczenie 3

Zaznacz, poprawne rOwnosci.
() (a=b)2—2c(la—b)+c2=(a—b—c)?
() (a—b)’+2c(a—b)+=(a—b+c)

() (@+b)’—2c(a—b)+=(a+b—c)




Cwiczenie 4

Potacz w pary rowne wyrazenia.

(a+b+c) a? —2a(b+c) + (b+c)
(a—b—c)? a2 —2a(b—c) + (b—c)’
(a+b—c) a2 + 2a(b—c) + (b — ¢)*
(a—b+c) a? +2a(b+c) + (b+c)?

Cwiczenie 5

142 + V2-1
V2-1 1-V2

Przyjmijmy V2~ 1, 4. Wtedy wartos$¢ wyrazenia z doktadnoscia do jednego

miejsca po przecinku jest réwna

4,8

-0,8

o O O

3,4

O 4,4

Cwiczenie 6

Ktory z podanych warunkow jest spetniony dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢?
+b+ 212 +c?
Q a . c S \/ a . c
O atbtc _ \/ a?+b?+c?
3 3

a+b+c a’?4-b24-c2
O atite 5 [at¥re



Cwiczenie 7

Jesli a > 3 to wartos¢ wyrazenia (a + 3) 4 (a — 3)” jest wieksza od wartosci wyrazenia
2(a2 + 3) o

O 6
O 12
O 3

O 9

Cwiczenie 8 @
Zapisz wyrazenie W = Z’_L—gj: . (a2 —bv -+ 2bc) w postaci réznicy kwadratéw dwéch
wyrazen.

Cwiczenie 9 @
Zapisz w jak najprostszej postaci wyrazenie V3 + \/g/_—%

V343



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory skroconego mnozenia na deser

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a®> — b%, (a + b)3, (a — b)3,
3 3 n n
a’ —b’,a" —b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o wyprowadza wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy (roznicy) trzech wyrazen

 integruje umiejetnosci wykorzystania poznanych wzoroéw skréoconego mnozenia

 stosuje posiadang wiedz¢ na temat wzorow skroconego mnozenia w sytuacjach
nietypowych, na przyktad w dowodach algebraicznych i arytmetycznych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e praca z ekspertem
e tarcza strzelecka



Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy z uczniéw miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Kilka dni wczes$niejnauczyciel poleca dwom uczniom przygotowanie zajec
podsumowujgcych oraz rozszerzajacych wiadomosci i umiejetnosci dotyczace wzorow
skroconego mnozenia stopnia drugiego. W tym celu wybrani uczniowie powinni
zapoznac si¢ z materiatem zawartym w sekcjach ,Przeczytaj’, ,Sprawdz si¢” oraz
przeanalizowac galerie zdje¢ interaktywnych.

2. Na lekciji, uczniowie ci, zwani dalej ekspertami, podaja temat zajec¢ i kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wspolnie ogladaja galerie zdje¢ interaktywnych - eksperci wyjasniajg
watpliwosci, odpowiadaja na pytania.

2. Uczniowie w parach wyprowadzajg wzory typu: (a — b — ¢)?, (a + b — ¢)*. Eksperci
kontroluja poprawnos¢ uzyskanych wyrazen.

3. Uczniowie nadal pracuja w parach - rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne, pod
nadzorem ekspertow.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie na tarczy strzeleckiej (przygotowanej wczesniej przez ekspertow)
zaznaczajg problemy, ktore im sprawialy trudnosci, lub byty dla nich bardzo tatwe.

2.Jeden z ekspertow podsumowuje prace uczniow, konfrontujac jednoczesnie swoje
obserwacje z wynikami uzyskanymi na tarczy strzeleckie;j.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wyprowadzenie wzorow na kwadrat sumy 4 wyrazoéw oraz na
kwadrat sumy 5 wyrazow i zaobserwowanie analogii w tworzeniu podobnych wzoréow.

Materialy pomocnicze:

Dziatania na wyrazeniach algebraicznych - zadania, zadania generatorowe


https://epodreczniki.pl/a/zadania-zadania-generatorowe/D1GTGBPcX

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg oglada¢ samodzielnie galeri¢ zdje¢ interaktywnych w czasie zaje¢ i na jej
podstawie graficznie oraz algebraicznie interpretowa¢ kwadraty wyrazen typu
(3¢ — 2y +1)°.



