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Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej musimy sprawdzi¢, czy punkt nalezy do wnetrza
kwadratu. Majgc przed sobg rysunek figury i zaznaczony na nim punkt, bez trudu
odpowiemy na to pytanie.

Jak w takiej sytuacji poradzi sobie komputer? Brakuje mu zdolnosci, by stwierdzi¢ to ,na
pierwszy rzut oka” - bedzie musiat wykonac seri¢ obliczen, a nastepnie poprawnie
zinterpretowac ich wyniki.

W tym e-materiale poznasz kilka najpowszechniejszych algorytmow zwigzanych

z problemami geometrycznymi. Algorytmy geometryczne stosuje si¢ w wielu dziedzinach
informatyki - od programowania gier komputerowych po tworzenie zaawansowanych
symulacji fizycznych.

Podobne zagadnienia znajdziesz w e-materiatach:

o Schematy rozgalezione i algorytmy ztozone,

» Proste algorytmy rozgatezione,

o Czy algorytm jest poprawny?,

o Schematy rozgalezione i algorytmy ztozone - zadania maturalne.
Twoje cele
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» Przeanalizujesz pojecie geometrii analityczneji zdefiniujesz przedmiot badan
geometrycznych.

o PrzeSledzisz, czy punkt zdefiniowany za pomocg dwoch liczb lezy na dowolne;j
prostej opisanejrownaniem lub dwoma innymi punktami.

» Opiszesz zasade dzialania uniwersalnego algorytmu sprawdzajacego, czy punkt
nalezy do wielokata wypuklego.



Przeczytaj

Definicja geometrii analitycznej

Rozmawiajgc o algorytmach geometrycznych, nie sposoéb poming¢ geometrii analityczne;j.
Jest to dzial geometrii, ktory zajmuje si¢ figurami geometrycznymi umieszczonymi
w uktadzie wspotrzednych.

Wiecejinformacji na temat geometrii analitycznej znajdziesz w e-materiale Punkty na
ptaszczyznie z uktadem wspotrzednych oraz w innych e-materiatach oznaczonych tagiem
»geometria analityczna” na platformie zpe.gov.pl.

Wykorzystanie geometrii analitycznej w algorytmach

Przynaleznos¢ punktu do prostej opisanej rwnaniem

Zacznijmy od jednego z prostszych algorytmow - sprawdzenia, czy punkt nalezy do proste;j.
Zauwaz, ze prosta lezgca na ptaszczyznie to zbior punktow speiniajgcych pewne réwnanie.
Wyroézni¢ mozemy kilka rownan prostych. Jednym z nich jest rownanie kierunkowe,
ktorego wzor mozemy zapisac jako:

y=ax+b
gdzie:

e a to wspotczynnik kierunkowy;
e btowyraz wolny.

Aby sprawdzi¢, czy dany punkt lezy na prostej, nalezy sprawdzi¢, czy po podstawieniu jego
wspotrzednych do rownania prostej, rownanie bedzie spetnione.

Jesli prosta jest rownolegla do osi y, korzystamy ze wzoru & = b, gdzie b to pewna stala.
Rozwazmy nastepujaca sytuacje.

Prosta opisana jest rownaniem y = . Dane sg rowniez punkty A = (1, 3) oraz C = (2, 2).
Sprawdzimy, czy punkty lezg na proste;j.
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Podstawiamy wspoétrzedne punktu A do réwnania prosteji otrzymujemy:
3=1

Rownanie jest sprzeczne. Zatem punkt ten nie lezy na proste;j.

Sprawdzmy teraz, jak sytuacja wyglada w przypadku punktu C. Podstawiamy wspoirzedne
do wzoru funkcij:

2=2

Zachodzi rownanie, zatem punkt C' lezy na proste;.

By sprawdzi¢, czy punkt A(x, y) nalezy do prostej x = b, wystarczy sprawdzic¢, czy
wspolrzedna x punktu A jest rowna b.

Warunek wspoétliniowosci punktéw umieszczonych w uktadzie
wspotrzednych

Jak sprawdzi¢, czy dane trzy punkty lezg na jednej proste;j?

Wykorzystamy wspolliniowo$¢ punktow.
Wazne!

Punkty nazywamy wspotliniowymi wtedy i tylko wtedy, gdy lezg na jednej proste;.

Zalozmy, ze mamy trzy punkty opisane nastepujacymi wspotrzednymi:
A= (2a,Y0); B= (z4,3); C = (e, ye)-



Z lekcji matematyki wiemy, ze warunek wspotliniowosci trzech punktow wyglada
nastepujgco:
(25 = 2a)(Ye = Ya) = (y5 = Ya)(zc — Za)

Wazne!

Wiecejna temat wspolliniowosci punktow znajdziesz w e-materiale Wspotliniowosc
punktow.

Dane sg trzy punkty A4, Bi C.

Wspotrzedne punktow: A = (5, 11); B = (1, 3); C = (7, 15). By sprawdzi¢, czy punkty
leza na jednej prostej, podstawmy odpowiednie warto$ci do wzoru.

(1-5)(15 —11) = (3 — 11)(7 — 5)
—4.4=-8.2
~16 = —16

Rownanie jest spetnione, zatem te trzy punkty sa wspotliniowe.
Uwaga!

Jezeli chcemy sprawdzi¢, czy dana liczba punktow jest wspotliniowa, wybieramy
dowolne dwa, a nastepnie dla kazdego z pozostatych punktow sprawdzamy warunek
wspotliniowosci z dwoma wybranymi.

Przynaleznos¢ punktu do odcinka

Dany jest odcinek o koficach w punktach: A = (z,,y,); B = (xp, yp). Aby sprawdzi¢, czy
dany punkt C' = («., y.) nalezy do tego odcinka, mozemy wykorzysta¢ rownanie proste;
przechodzacej przez punkty:

Tp*Y+ T %Yy T T*Yg — Lo *Y —Tp*Yg —TxyYp =0

Jezeli po podstawieniu do réwnania wspoélrzednych punktu C réwnanie jest spetnione,
punkt C'lezy na prostej zawierajacej odcinek | AB].

By punkt C nalezat do odcinka | AB|, spetnione muszg by¢ rowniez nastepujace zatozenia:

e z, > min(z,; xp)
e z, < max(z,; xp)
* Yo > min(y,; yp)

e Yo < max (Yo ; Ys)
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Mozemy zatem zauwazy¢, ze potozenie jednego punktu wobec dwoch innych punktow,
ktore wyznaczajg dany odcinek, moze by¢ nastepujace:

1. Punkt C'lezy na jednej prostej z punktami A i B oraz nalezy do odcinka.

2. Punkt C'lezy na jednej prostej z punktami A i B, ale nie nalezy do odcinka.
3. Punkt C nie lezy na jednej prostej z punktami A i B i nie nalezy do odcinka.
Uwaga!

Mozna rowniez sprawdzi¢ tylko wybrang ze wspolrzednych, jednak wowczas nalezy
dodatkowo zbadac¢, czy dany odcinek nie jest rownolegly do osi OX lub OY. W przypadku

sprawdzenia obu wspolrzednych nie jest to juz konieczne.
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Wszystkie punkty wspotliniowe z punktami A i B, ktorych wspotrzedne x oraz y zawierajg sie miedzy
wspotrzednymi x oraz y punktéw A i B nalezg do odcinka AB (np. punkt D). W przypadku punktow
liniowych z punktami A i B, ktorych wspétrzedne x oraz y nie zawierajg sie miedzy wspoétrzednymi x oraz
y punktow A i B, nie nalezg do odcinka (np. punkt C).

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Przynaleznos¢ punktu do okregu lub kota

Rownanie okregu w uktadzie wspotrzednych o srodku w punkcie O = (a, b) oraz
promieniu 7 wyglada nastepujaco:

(z—a)® + (y—b)* =7

Nierownos¢ kota wyglada nastepujaco:



(z—a)’ + (y—b)* < r?

Aby sprawdzi¢, czy dany punkt nalezy do okregu, wystarczy zatem sprawdzic¢, czy
spelnione jest dla niego rownanie okregu. Mozemy rowniez zbadac, czy punkt lezy
wewnatrz kota, podstawiajgc wspotrzedne punktu do nierownosci kota.

Przecwiczmy to na przyktadzie:

Dane sg punkty (5, 10), (1, 5),( 7, 8). Nalezy sprawdzi¢, ktére z nich lezg wewnatrz kota
lub na okregu o $rodku w punkcie O = (3, 5) oraz promieniu r = 5.

Napiszmy najpierw nieréwnos¢ kota:
(z-3)"+(y—5)" <25

Podstawiamy wspoirzedne pierwszego punktu do nieréwnosci kota:
(5—3)2+ (10— 5)2 < 25

22 4+ 52 <25

4+25<25

29 <25

OtrzymalisSmy nieprawde, zatem pierwszy punkt nie lezy wewnatrz kota.
Sprawdzmy drugi punkt:

(1-3)2+(5—-5)2<25

(—2)2+02<25

OtrzymaliSmy prawde, drugi punkt nalezy do kota.
Sprawdzamy trzeci punkt: (7 — 3)% + (8 — 5)% < 25
4?2 +32 <25

16 +9 < 25

25 < 25



Niero6wnosc¢ jest spetniona, zatem punkt lezy wewnatrz kota. Poniewaz zachodzi rownosc,
mozemy od razu stwierdzic¢, ze punkt lezy na okregu.
Przynaleznos¢ punktu do wielokata wypuktego

Odpowiedzmy teraz na pytanie zawarte we wstepie do tego e-materiatu: jak sprawdzi¢, czy
punkt nalezy do wielokgta wypuktego

Zacznijmy od przywolania pewnej wlasnosci.

C Fs
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Co taczy wszystkie punkty lezgce poza wielokatem? Jesli poprowadzimy polproste

z kazdego punktu w dowolnym kierunku (np. w dot), to liczba ich przecie¢ z bokami
wielokata jest parzysta (zero traktujemy jako liczbe parzysta). Potproste wychodzace
z punktow lezacych w Srodku wielokata przecinajg jego boki nieparzysta liczbe razy.

Mozemy wykorzystac ten fakt do stworzenia algorytmu, ktory na podstawie liczby tych
przeciec¢ okresli, czy dany punkt P = (z,, y,) nalezy do wielokata, czy lezy poza nim.

Ustalmy, jak bedziemy definiowali nasz wielokat. Rozpatrzmy to na przyktadzie
rownolegtoboku.
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Kazdy rozpatrywany przez nas wielokat bedzie uporzadkowang lista kolejnych jego
wierzcholkow. Oznacza to, ze przedstawiony na rysunku wielokat zapiszemy jako:
A, B, C, D.

Uwaga!

Lista wierzchotkow musi by¢ podana w kolejnosci zgodnej z kierunkiem ruchu
wskazéwek zegara albo w przeciwnej. Dla kolejnosci: A, C, B, D wielokat wygladalby

' pah
N A

nastepujgco:

- N\

P N

A D
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Wowczas algorytm mogliby da¢ nieoczekiwany rezultat.



Przed przystgpieniem do budowy algorytmu, warto omowic pare problematycznych
sytuaciji, ktore nalezy rozwigzac¢ osobno. Zanim jednak do nich przejdziemy, musimy
zdecydowac si¢ na wybor roOwnania oraz zwrotu potprostej, ktorej uzyjemy do wyznaczenia
przecie¢. Mozemy przypuszczac, ze gdy wybrana potprosta bedzie prostopadia lub
rownolegta do osi uktadu wspotrzednych, tworzenie algorytmu bedzie prostsze.
Przypuszczenia te sg uzasadnione, dlatego na potrzeby naszych rozwazan zostata wybrana
polprosta rownolegla do osi OY, zwrocona w dot. Jej rownanie jest nastepujace:

Zwrot w dot powoduje, ze rozpatrywana bedzie ona dla wartosci y < yp.

Oto rysunek, na ktorym ukazano niektore przypadki, z jakimi mozemy si¢ spotkac:

O
P, op,
P ®

8
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Pierwszy problematyczny przypadek to taki, w ktorym punkt P bedzie lezat na bokach
wielokata (rowniez jesli bedzie wierzchotkiem).



Potprosta poprowadzona z punktu P; przecina boki wielokata parzystg liczbe razy. Pétprosta poprowadzona
z punktu Ps przecina boki wielokata nieparzystg liczbe razy. Wedtug wprowadzonej reguty punkt P zostatby
uznany za nienalezacy do wielokata, a punkt P» za nalezacy. Przypadek ten nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.
Zrodto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

W celu wyeliminowania tego przypadku, nalezy sprawdzi¢ przynaleznos¢ punktu P do
kazdego z bokow wielokata przed przystgpieniem do gtownej czesci algorytmu.
Zagadnienie to zostalo omowione powyzejw akapicie zatytutowanym , Przynaleznos¢
punktu do odcinka”. Jesli punkt P lezy na boku wielokata, mozemy od razu stwierdzic¢, ze
nalezy do tego wielokata.

Drugi przypadek to taki, gdy wybrana polprosta przetnie wielokat w punkcie, ktory bedzie
rownocze$nie wierzchotkiem wielokata. Niestety, przypadek ten jest troche bardziej
skomplikowany, poniewaz zawiera w sobie sytuacje brzegowa, ktorg nalezy zidentyfikowac.
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Przeciecie polprostej poprowadzonejz punktu P, mogloby zosta¢ policzone podwojnie —
raz dla krawedzi AB, drugi raz dla krawedzi EA. Aby temu zapobiec, mozemy zalozy¢, ze
kazdy wierzchotek nalezy tylko do jednej krawedzi wielokata. Przykladowo: wierzcholek A
nalezy do krawedzi AB, jednak nie nalezy do krawedzi EA. Rozwigzanie to nie zadziata
jednak w przypadku punktow objetych sytuacjg brzegow3.

Sytuacja brzegowa ma miejsce wowczas, gdy wybrana polprosta przechodzi przez
wierzchotek najbardziej wysuniety w strone ujemnych lub dodatnich wartosci x. Na
rysunku beda to zatem punkty P, Py, oraz Ps. WykluczyliSmy juz sytuacje, w ktorej punkt
P lezy na krawedzi wielokata. Jesli wykryjemy, Ze punkt ten ma takg samg wspotrzedna z-
ow3q co najbardziej wysuniete w lewo lub prawo punkty wielokata, mozemy od razu
stwierdzi¢, ze nie nalezy on do wielokata. Musimy w tym celu sprawdzi¢, jaki jest zakres
zajmowanych przez wielokat wspotrzednych. Wyszukujemy dwie wartoSci:

* T.x — Maksymalng wartos¢ pierwszej wspotrzednej (z) wierzchotkow wielokata,
e T — Minimalng wartos¢ pierwszej wspoirzednej (z) wierzchotkow wielokata.

Nastepnie sprawdzamy, Czy T, = Tmax lub , = Z . JeSli warunek jest spelniony, punkt P
nie lezy wewnatrz wielokata.

RozwigzalisSmy wszystkie problematyczne sytuacje, zatem teraz mozemy juz przejs¢ do
gléwnej czesci algorytmu.

1. Narysuj potprosta wychodzgca z punktu, ktory sprawdzamy.

2. Przejdz po wszystkich krawedziach wielokata i policz, ile z nich przecina narysowana
w pierwszym kroku potprosta. W tym kroku pamietamy, ze przeciecie uznajemy, jesli
wypadto w pierwszym punkcie krawedzi, a nie uznajemy, jesli wypadto w drugim
punkcie.

3. Jezeli policzona liczba jest parzysta, punkt lezy poza wielokgtem. W przeciwnym
wypadku punkt nalezy do tego wielokata.

Pozostaje tylko pytanie: jak sprawdzimy, czy potprosta przecina dang krawedz wielokata?

Oznaczmy sprawdzang krawedz jako pare punktow (A, B), gdzie A = (x4, Ya),
B = (xba yb)

Nalezy tu skorzysta¢ z dwoch warunkow.

Pierwszy z nich bedzie sprawdzal, czy pierwsza wspolrzedna () punktu P zawiera si¢
miedzy pierwszymi wspotrzednymi krancow rozpatrywanejkrawedzi. Dopuszczalna jest
sytuacja, w ktorej x,, jest rowne z,, jednak nie moze byC rowne x;. Mozliwe sg dwie
sytuacje:



To S xp < Ty
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lub

Ty = Ty > Tp

D

D
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Drugi warunek, ktory ma by¢ spetniony, powinien sprawdza¢, czy punkt P jest polozony
nad odcinkiem AB. Oznacza to, ze y, musi by¢ wieksze niz warto$¢ prostej AB w punkcie
zp.



Odwotujac sie do wiedzy z lekcji matematyki, mozemy wyprowadzi¢ rownanie prostej AB:

Ya — Y

AB: f(z) = — —— (z — za) + Ya

Zatem ostateczna postac tego warunku to:

ya_yb(

mp - xa) +ya
LTg — Tph

Yp >

Uwaga!

Przypadek, w ktorym prosta AB nie jest funkcja (czyli gdy ¢, = xp), nie musi by¢
rozpatrywany. W przypadku wielokgta wypuktego mozliwe jest to tylko wtedy, gdy
wierzchotki A i B s3 najpardziej wysunietymi w lewo lub prawo wierzchotkami. Sytuacja
taka zostata sprawdzona wczesnie;.

Przypadek, gdy zachodzi rowno$¢ powyzszej nierownosci, zostat wyeliminowany przez
wczesniejsze sprawdzenie, czy punkt P lezy na krawedziach wielokata.

Jezeli spelnione sg jednoczesnie oba warunki, wiemy, ze potprosta przetnie bok wielokata.
Przedstawmy zatem algorytm w catos$ci w postaci pseudokodu:

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n — liczba wierzchotkow wielokata

e tab[1..n][1..2] — tablica uporzagdkowanych wierzchotkéw wielokata; kazdy
wierzchotek jest reprezentowany przez tablice dwoch liczb zmiennoprzecinkowych,
z ktorych pierwsza oznacza pierwszg wspolrzedna (), a druga — druga wspotrzedng (y
)

e P[1,2] — sprawdzany punkt; tablica dwoch liczb zmiennoprzecinkowych, z ktérych
pierwsza oznacza pierwszg wspotrzedna (), a druga — drugg wspotrzedna (y)

Wynik:

Program wypisuje, czy dany punkt P zawiera si¢ wewnatrz wielokata, czy nie.

funkcja czy_punkty_sa_wspoétliniowe(A[1..2], B[1..2], C[1..2])
jezeli (B[1] - A[1]) * (C[2] - A[2]) = (B[2] - A[2]) * (C[1]
Zwroc¢ prawda
zwr6¢ faitsz



funkcja czy_punkt_nalezy_do_krawedzi(P[1..2], A[1..2], B[1..2])
jezeli czy_punkty_sg wspotliniowe(P, A, B):
jezeli (A[1] <= P[1] oraz P[1] <= B[1]) lub (A[1] >= P[1]
jezeli (A[2] <= P[2] oraz P[2] <= B[2]) lub (A[2] >=
zZwroc¢ prawda
zwroc faitsz

funkcja czy_poiprosta_przecina_krawedz(P[1..2], A[1..2], B[1..2])
// plerwszy warunek
jezeli (A[1] <= P[1] oraz P[1] < B[1]) lub (A[1] >= P[1] oraz
// drugli warunek
jezeli P[2] > (A[2] - B[2]) / (A[1] - B[1]) * (P[1] - A[1
Zwroc¢ prawda
zwroc¢ faitsz

// sprawdz, czy punkt P lezy na krawedziach wielokagta
dla i =1, 2, ..., n wykonuj:
pierwszy_wierzcholek < tab[i]
jezeli 1 = n:
drugi_wierzchotek < tab[1]
w przeciwnym wypadku:
drugi_wierzchotek < tab[i + 1]

jezeli czy_punkt_nalezy_do_krawedzi(P, pierwszy_wierzchozek,
wypisz "Punkt P nalezy do wielokgta"
zakoncz wykonywanie programu

// sprawdz, czy poOiprosta przecina wielokgt w najbardziej wysunieg
max_x < tab[1][1]
min_x < tab[1][1]

dla i = 2, 3, ..., n wykonuj:
jezeli tab[i][1] > max_Xx:
max_x < tab[i][1]
w przeciwnym wypadku jezeli tab[i][1] < min_x:
min_x < tab[i][1]

jezeli P[1] = max_x lub P[1] = min_x:
wypisz "Punkt P nie nalezy do wielokagta"

zakoncz wykonywanie programu

// policz, ile razy po6iprosta przecina wielokat



przeciecia < 0

dla i =1, 2, ..., n wykonuj:
pierwszy_wierzchotek < tab[1i]
jezeli 1 = n:
drugi_wierzchotek < tab[1]
w przeciwnym wypadku:
drugi_wierzchotek < tab[i + 1]

jezeli czy_poiprosta_przecina_krawedz(P, pierwszy_wierzcholek
przeciecia < przeciecia + 1

jezeli przeciecia mod 2 = 0:

wypisz "Punkt P nie nalezy do wielokagta"
w przeciwnym wypadku:

wypisz "Punkt P nalezy do wielokagta"
zakoncz wykonywanie programu

Stownik

geometria analityczna

dzial geometrii, ktory zajmuje si¢ opisywaniem i badaniem wtasnosci figur opisanych za
pomocg réwnan i wzorow
wielokat wypukty

wielokat, ktorego katy wewnetrzne sg rowne lub mniejsze niz 180°



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z symulacja interaktywna. Mozesz w niej zmieni¢ potozenie punktéw wielokata
oraz potozenie gtéwnego punktu.
Po uruchomieniu testu przynaleznosci program wykryje, czy punkt nalezy do wielokata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/Dm7YuHaBW

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Zapisz algorytm, wykorzystujac liste krokéw.

Polecenie 3

Zastanow sie, czy przedstawiony w symulacji algorytm jest odpowiedni w kazdym przypadku.


https://zpe.gov.pl/a/Dm7YuHaBW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @
Cwiczenie 1 @)

Podaj trzy zastosowania algorytméw geometrycznych.

Cwiczenie 2 P

Dana jest prosta o réwnaniu 2z + 3y + 3 = 0. Zdecyduj, czy punkt (—%, 0) nalezy do tej
prostej.

() nie

() tak

Cwiczenie 3 QO]
Przez punkty A (\/g, 9), B(l, 3\/5) poprowadzono prosta. Ocen, czy punkt
C’(lO, 10\/§) nalezy do tej proste;j.

() nie

() tak




Cwiczenie 4 C
Odlegtos¢ miedzy dwoma punktami oznaczonymi odpowiednio A(z,,y,) oraz B(zy, yp)
mozemy opisa¢ wzorem:

d(4,B) = \/ (20— 2)° + (ya — )

Aby sprawdzi¢, czy punkt nalezy do kota, konieczne jest ustalenie, czy odlegtos¢ tego punktu
od $rodka okregu jest mniejsza lub réwna promieniowi kota. Dla punktu C oraz kota o $rodku
w punkcie O(z,, y,) i promieniu r daje to nieréwno$¢:

d(C,0) <r.

Dane jest koto o $rodku w punkcie O(10, 10) oraz dtugo$ci promienia r = 5.

Zaznacz wszystkie punkty, ktére nalezag do podanego kota.

D(8,6)

C(10,10)

A(0,0)

O 0O O O

E(13,12)

[J B(5,5)

Cwiczenie 5 O

Wskaz, ktéra z wtasnosci moze zosta¢ wykorzystana do napisania algorytmu sprawdzajacego,
czy z podanych trzech punktéw mozna utworzyc tréjkat.

przynaleznosé punktu do prostej
przynaleznos¢ punktu do odcinka

twierdzenie sinuséw

o O O O

wspotliniowos¢ punktéow



Cwiczenie 6 O

Wskaz, z ktérych tréjek punktéw mozna utworzy¢ trojkat.

O (2,5); (2,1); (2,2)
O (1, 0); (1, 1); (2, 1)

O (0,0); (1, 1); (2, 2)

Cwiczenie 7 »

Wskaz, ktéra z odpowiedzi nie przedstawia uporzagdkowanej listy punktéw, opisujacej trojkat
ABC.

A

B
O (C,4);(4,B); (B,0)
O (B,A);(A,B); (4,0)

O (4,B);(B,C); (C, A)

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 8
Dokoncz zdanie.

Jesli poprowadzimy dowolng pétprosta z punktu P, to liczba przeciec¢ kazdej z tych
potprostych z bokami wielokata bedzie...

() nieparzysta.

() parzysta.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy geometryczne
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) poréwnuje dziatanie roznych algorytmow dla wybranego problemu, analizuje
algorytmy na podstawie ich gotowych implementaciji;

5) sprawdza poprawnos¢ dziatania algorytmow dla przyktadowych danych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawno$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;



I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

j) badania potozenia punktu wzgledem prosteji przynaleznosci punktu do odcinka,

2) wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan
nastepujacych problemow:

e) badania przecinania si¢ odcinkow, przynalezno$ci punktu do trojkata,

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przyklady probleméw i algorytmow,
w szczegolnosci:

a) wyszukiwanie elementow liniowe i przez potowienie (do znajdowania elementow
w zbiorze, sortowania przez wstawianie, przyblizonego rozwigzywania rownan,
sprawdzania przynaleznosci punktu do wielokata wypukiego),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Przeanalizujesz pojecie geometrii analityczneji zdefiniujesz przedmiot badan
geometrycznych.

e PrzeSledzisz, czy punkt zdefiniowany za pomocg dwoch liczb lezy na dowolnej proste;
opisanejrownaniem lub dwoma innymi punktami.

» Opiszesz zasade dzialania uniwersalnego algorytmu sprawdzajacego, czy punkt nalezy
do wielokata wypuktego.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o kartka, linijka, otowek, cyrkiel.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»Algorytmy geometryczne”. Uczniowie zapoznajg sie z treSciami w sekcji ,Przeczytay’.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla uczniom temat zaje¢ oraz cele. Prosi, by na ich podstawie
uczniowie sformutowali kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce, prosi wybrang osobe
o przedstawienie najwazniejszych informaciji z sekciji ,Przeczytaj.

2. Praca z ultimedium. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznaja sie z trescig
sekciji ,Symulacja interaktywna” i wykonujg polecenia 1i 2. Na forum klasy dzielg si¢
swoimi spostrzezeniami.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-5 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje oméwienie ewentualnych



problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzystac¢ tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,Symulacja interaktywna”,
~Sprawdz sie” jako materiat do lekcji powtérkowe;.



