Jak obliczy¢ pochodng funkcji ztozonej?

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: Eric Mclean, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Okreslanie nowych warto$ci na podstawie starej wartosci i wielkosci jej zmiany, obliczanie
szybkosci zmian, przewidywanie dynamiki przysztej populacji, modelowanie szybkosci
rozprzestrzeniania si¢ wirusa, to tylko niektore zagadnienia, w ktorych zrozumieniu

i analizie pomagajg instrumenty rachunku rozniczkowego. Zanim jednak przejdziemy do
analizy i przewidywania dynamiki ztozonych zjawisk musimy nauczy¢ si¢ sprawnie
stosowac narzedzia potrzebne do tego celu.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ jak oblicza¢ pochodna funkcji ztozone;j.



Przeczytaj

Przypomnimy wzory na pochodne niektorych funkcii:

Wzér funkcjiy = f(z) Pochodna f’(z) funkcji f Uwagi
f(z)=c (c))=0 ceR

f(z) =z (z") =n-z" ! n €N

f(z) =Inz (Inz) =1 reR"

f(z) =sinz (sinx)’ = cosx zcR
f(z) = cosz (cosz)’ = —sinx zeR

Twierdzenie: o pochodnej funkcji ztozonej
Jezeli
» funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie z,
o funkcja g jest rézniczkowalna w punkcie f(xg),
to
(go ) (zo) = g'(f(z0)) [ (20)
Wazne!

Prawdziwy jest analogiczny wzor dla dowolnejliczby sktadanych funkcji oraz dla
pochodnych jednostronnych i pochodnych niewtasciwych. Nalezy pami¢tac, ze operacja
sktadania funkcji nie jest przemienna.

Przyktad 1

Obliczymy pochodna funkcji f(z) = sin® z.

Rozwigzanie:

Funkcja f(z) jest ztozeniem funkciji g(x) = sin z oraz h(z) = z?.
Funkcja g jest funkcjg wewnetrzng, a funkcja h jest funkcja zewnetrzna.

Woéwczas pochodna funkcji wewnetrznej jest rowna g’(z) = cos x oraz pochodna funkcji
zewnetrznej h(z) = 2z.

Stad, na mocy twierdzenia o pochodnej funkciji ztozonej otrzymujemy




f'(z) = 2sinz cosx = sin 2z.

Przyktad 2

Obliczymy pochodng funkcji f(z) = (3z* + 1)3.

Rozwigzanie:

Funkcja f(z) jest ztozeniem funkcji g(x) = 3z + 1 oraz h(z) = z3.

Funkcja g jest funkcjg wewnetrzng, a funkcja h jest funkcja zewnetrzna.

Woéwczas pochodna funkcji wewnetrznejjest rowna g’(z) = 6 oraz pochodna funkciji
zewnetrznej h(z) = 3z2.

Stad na mocy twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej otrzymujemy
f(z) = 18z(32* + 1)2.

Przyktad 3

Obliczymy pochodng funkcji h(z) = In cos(z? + 1).

Rozwigzanie:

Niech cos(a:2 + 1) > 0.

Funkcja h(z) jest funkcjg dwukrotnie ztozona.

Funkcja ,najbardziej’ wewnetrzna jest funkcja fi(z) = x2 + 1, nastepnie fa(z) = cos z.
Funkcja zewnetrzng jest f3(z) = In .

Korzystajgc z reguly liczenia pochodnej funkcji ztozonej otrzymujemy

y . —2z sin (2?41
h (ZE) = 2z SlIl(.CEQ + 1) ) cos(a:2+1) - cos(a:g—l—l) )

= —2ztg(z? +1).
Przyktad 4

Ropa wycieka ze studni w ilosci 2500 litrow dziennie. Promien okragtej katuzy ropy
zmienia sie zgodnie z funkcjg czasu r(t) = 4t. Obliczymy szybko$¢ rozprzestrzeniania sie
plamy oleju.

Rozwigzanie:

Szybko$c¢ rozprzestrzeniania si¢ plamy oleju okreslona jest jako pochodna pola rozlewiska
wzgledem czasu.


javascript:void(0);

Pole rozlewiska P(r) = nr?(t) jest funkcja ztozona, gdzie funkcja wewnetrzna jest
r(t) = 4t, a jej pochodna wynosi 4.

Funkcja zewnetrzna jest P(r) = 7r?, a jej pochodna na argumencie r(t) wynosi 27 - 4t.
Obliczamy pochodng funkciji ztozonej. Otrzymujemy

P'(t) =4-2m- 4t = 32mt.

Przyktad 5

Kon ciggnie pow6z po polnejdrodze. llo$¢ energii E (w kaloriach) spalonych przez konia
zalezy od przebytej drogi s (w kilometrach) i dana jest wzorem E(s) = 2s® — 15. Réwniez

odlegltos¢ pokonana przez konia zalezy od czasu ¢ (w godzinach) i dana jest wzorem
s(t) = /t. Zapiszemy wzor, okreslajacy w jakim tempie kon zuzywa energie.

Rozwigzanie:

Tempo spalania kalorii przez konia jest okreslona przez pochodng E’(s) = 6s2, natomiast
_ 1

szybko$¢ poruszania sie konia przez pochodng s’(t) T

Zatem, tempo zuzywania

kalorii jest pochodng funkcji ztozonej dang wzorem

B(t) = B(s)- (1) = 6(VE) - 4 = 3VE

Stownik
ztozenie funkcji

jesli funkcja f : X — Y ifunkcjag:Y — Z, tofunkcje h : X — Z okreslong wzorem
h(z) = g(f(x)) nazywamy ztozeniem funkcji f i g; funkcje f nazywamy funkcija
wewnetrzng, a funkcje g - funkcjg zewnetrzna




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone pod filmem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dw18TCyN3

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy obliczania pochodnej funkciji ztozone;j.

Polecenie 2
Na podstawie informacji zawartych w filmie zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Pochodng funkcji ztozonej
obliczamy korzystajac ze
wzoru na pochodng sumy O O
dwadch funkgji.

Pochodna funkcji ztozonej
jest rowna iloczynowi
pochodnej funkgji O O
zewnetrznej i pochodnej
funkcji wewnetrznej.

Pochodna funkcji

f(z) = cos 2z jest réwna O O
f(z) = —2sin2z.

Pochodna funkcji

f(z) = V222 + 14jest O O

rowna f’(a:) = W—H

Polecenie 3

3

Wyznaczymy pochodna funkcji h(z) = (2333 + 5)2 . (w2 — 1)


https://zpe.gov.pl/a/Dw18TCyN3

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @
Cwiczenie 1 @)

Kazda z ponizszych funkcji jest rézniczkowalna w swojej dziedzinie. Potagcz w pary nazwe
z funkcja.

Pochodna funkgji f(z) = sin? z. f(z) =cosx

Pochodna funkcji wewnetrznej funkcji ,
J T f(x)

f(z) =4/322 +z

Pochodna funkcji wewnetrznej funkcji

) -
f(z) = sin* z. f(z) = 4sin® z cosz

Pochodna funkcji wewnetrznej funkcji

f(z) =In . f(z)=z+1
Pochodna funkcji wewnetrznej funkcji , ) ) .
f(z) = (z* + 22 — 1)100. £(z) = 100(42® + 2) (z* + 2z — 1)

Pochodna funkcji f(z) = 1/ 322 + 2. f(z) =42 +2

Pochodna funkcji

filw)= (et 2z 1) Pl = =

Pochodna funkcji f(z) = In % f(z) = ;_21



Cwiczenie 2
Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

inkcja f(z) = cos? (222 + 1) jest

niem trzech funkcji: u(z) = 222 + 1,

(u) = cosu, w(v) = v?. Stad jej O O
pochodna jest rowna

= —8z?% cos? (2:32 + 1) sin(2:132 + 1)

Funkcja f(z) = z(2z 4+ 9)
jest ztozeniem trzech funkgciji:
u(z) =2z + 9, v(u) = u,
w(v) = v - x. Stad jej O O
pochodna jest rowna
£ (z) = (102z + 9)(2z + 9)*

Funkcja
f(z) = In®(32% + 2) jest
ztozeniem trzech funkcji:
u(z) = 3z% + 2,
v(u) = Inu, w(v) = v2 O O
Stad jej pochodna jest
rowna
() = 32355 In(32% + 2)

Funkcja
f(z) = sin(In(z* + 1)) jest
ztozeniem trzech funkcji:
u(z) = z* + 1, v(u) = Inuy,
w(v) = sinv. Stad jej O O
pochodna jest réwna

f(z) = x‘i’_’i’l cos(In(z* + 1))




Cwiczenie 3 @

Uzupetnij podany tekst przeciggajac w odpowiednie miejsca wtasciwy wyraz lub wzér.

funkcji f(z) = 1 — 4x + 22, ktora jest funkcja wewnetrzna funkcji h oraz funkcji g(z) = z3°

, ktéra jest funkcjg zewnetrzng funkcji h. Kazda z tych funkcji jest rézniczkowalna w zbiorze

9 (f(zg)) ‘ h(z) = 30(1 —4x + x2)29 ’ ‘ o pochodnej niewtasciwej ’ 30230 @
3022 ‘ 2¢(1 — 4z + :c2)30 ’ ‘ h(z) = (1 — 4z + :1:2)30 ’ ‘ (1—4z+ :c2)29 ’

o pochodnej funkcji ztozonej ’ ‘ o pochodnej funkcji zewnetrzna ’

W(z) = g(f(z))f(x) |

Cwiczenie 4

Wyznacz pochodng funkcji okreslonej wzorem f(:z:) = cos® 2z.
Cwiczenie 5

Wyznacz pochodna funkcji okreslonej wzorem f(z) = (23:2 + 1) sin 3.
Cwiczenie 6

Wyznacz pochodng funkcji okreslonej wzorem f(x) = Intg ¢ dla § # 4 + km dla kazdego
catkowitego k oraz tg § > 0.

Cwiczenie 7 @

Wyznacz pochodna funkcji okreslonej wzorem f(x) = tg(sinx) dlasinz # 4§ + kmr dla
kazdego catkowitego k.



Cwiczenie 8

Wyznacz pochodng funkcji okreslonej wzorem f(z) = sin(:z:2 In zc) dlaz > 0.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ pochodna funkcji ztozonej?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.

Uczen:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
Cele operacyjne:

Uczen:

» zna pojecie pochodnejfunkcji w punkcie;

» wykorzystuje podstawowe twierdzenia rachunku rozniczkowego do obliczania
pochodnej funkcji, w tym funkciji ztozone;j;

e zna proste zastosowania funkcji ztozonej do modelowania zjawisk rzeczywistych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



 dyskusja panelowa;
o dyskusja;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiaggni¢cia w trakcie lekciji: ,Jak obliczy¢ pochodng funkcji ztozone;j?”.
2. Wybrani uczniowie przypominaja pochodne funkcji elementarnych.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3 - 4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢
z informacjami z sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg material przedstawiony w sekciji ,,Film samouczek”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonuja wspolnie polecenia nr 2 - 3 z sekcji ,Film samouczek”. Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajagc ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1 - 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3 - 5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6 - 7 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Poich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:



e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:
Pochodne funkcji elementarnych Dziatania na pochodnych
Wskazowki metodyczne:

Medium z sekgciji , Film samouczek” mozna wykorzysta¢ jako material stuzacy powtoérzeniu
materialu wyznaczaniu przedzialéw monotonicznosci funkcji.
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