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Zrédto: Joe Yates, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W starozytnym Egipcie, gdzie po kazdym wylewie Nilu trzeba byla na nowo wyznaczac
granice dziatek, bardzo przydatna byta metoda obliczenia pola podana przez Herona.

Geometria oznacza po grecku sztuke mierzenia ziemi.
W tym materiale wykorzystamy wlasnosci trojkagtow w dowodzeniu twierdzen.

Twoje cele

» Utrwalisz poznane twierdzenia dotyczgce tréojkgtow.
 Zastosujesz wzory na pole trojkata do dowodzenia twierdzen.



Przeczytaj

W ponizszych przyktadach pokazemy, jak zastosowa¢ wzory na pole trojkata w dowodzeniu
twierdzen.

Przyktad 1

Wykazemy, ze dlugos¢ wysokosci opuszczonej na przeciwprostokatng w trojkacie
ab
Varb?

prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci a i b jest rowna h =

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia: |[<TACB| = 90°; a, b - dlugosci przyprostokatnych; ¢ - dlugos¢
przeciwprostokatne;j.

Zastosujemy 2 wzory na pole trojkata:

Porownujemy pola trojkata, wyliczajac wysokoS¢:
%c-h: %a-bstqdh: “Tb

Z twierdzenia Pitagorasa wyliczamy c:

A =a*+bstadc = Va2 + b2

Zatem:

_ ab
Va2’




Wykazalismy, ze dlugos¢ wysokosci opuszczonejna przeciwprostokatng w trojkacie

prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci a i b jest rowna: h = \/% .

Przyktad 2

W trojkacie ABC boki BC'i AC maja dlugosci odpowiednio 4 i 2, kat przy wierzchotku
C ma miare 120°. Wykazemy, ze dlugos¢ odcinka dwusiecznejkagta AC'B, ktory jest
zawarty w trojkacie ABC, wynosi %.

Rozwigzanie

A

Niech d = |CD| bedzie szukang dlugoscig odcinka dwusiecznejkata ACB.

Z tresci zadania: | BC| = 4,

AC| = 2i |<ACB| = 120°.
Skoro CD jest dwusieczng kata ACB, to: |[<ACD| = |[<DCB| = 60°.
Zauwazmy, ze: Pnapc = Prapc + PapBo-

Skorzystamy ze wzoru na pole trojkata postaci: P = %a - b sin o, gdzie a, b - dlugosci
bokow trojkata, zas o - miara kata zawartego miedzy tymi bokami.

Mamy zatem:
Pprape = %‘AC‘ . ‘BC‘ . SiIl(<IACB)

Prapc = 5 -2-4-sin120° = 4 -sin(180° —60°) = 4 -sin60°,

Prapc = % - |AC| - |CD| - sin(<ACD)
Prapc=%-2-d-sin60° =d-sin60°,
Papsc = %+ - |CD| - |BC| - sin(<DCB)
Prppc =% +d-4-sin60° =2-d-sin60".

Po podstawieniu dostajemy rownanie:
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4-sin60° =d-sin60° +2-d-sin60°.

Dzielimy obie strony rownania przez sin 60° i otrzymujemy:
4=d+2d

4 =3d,stad d = %.

Dlugosc¢ odcinka dwusiecznejkata AC B, ktory jest zawarty w trojkacie ABC wynosi %,
co nalezato udowodnic.

Przyktad 3

Niech a, b, c oznaczaja dtugosci bokow trojkata. Majac dane a i b oraz wiedzac, ze suma

dtugosci wysokosci opuszczonych na boki a i b jest rowna dlugosci trzeciej wysokosci
a-b

trojkata, wykazemy, ze ¢ =

a+b*

Rozwigzanie
Pole tego trojkata mozemy zapisa¢ nastepujaco:
P=1a-h,ubP=1b-hlubP = Lc-h,.

Z porownania pol: P = %a ~h,iP = %b - hy otrzymujemy: %a ~h, = %b - hy, co

. . . ha
mozemy zapisa¢ w postaci: 7+ = %

Ponadto%a-haJr%b-hb:Z-%c-hc,zatem:a-haqu-hb:2c-hc.

Z treéci zadania h, = h, + hy, wiec: a - hy + b - hy = 2¢(h, + hy).



Dzielimy obie strony rownanie przez hy:

hy by _ hy | hy
@ +b- hy c(hb + hb)

5

a- Z—Z —|—b=2c(2—: —I—l).
Skoro h—: = %,to:

a-%+b:2c(%+1)

b+b=2c(L +1)

b=e(t +4)

b=c- bJjT“

c=

Wykazali$my zatem, ze ¢ = b‘f:; .

Przyktad 4

Punkt O lezy wewnatrz trojkata ABC. Odlegtosci tego punktu od bokow trojkata sg
odpowiednio réwne z, y, z, a odpowiednie wysokosci tréjkata A BC maja dlugosci hi, ha,
hs. Udowodnimy, ze: 5 + 4= + & = 1.

Rozwigzanie
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Laczymy punkt O z wierzchotkami trojkata ABC. Otrzymujemy trzy tréjkaty: ABO, BCO
i CAO.

Zauwazmy, ze:

Prapo + Papco + Prcao = Paasc,

gdzie:

Pnrapo = 5|AB| - @; Papco = 5|CB| - 2, Pacao = 5|AC| - yi Paapc = 5|AB| - hy.
Mamy zatem:

TIAB| -z + $|CB| -z + +|AC| -y = §|AB| - hi.

Dzielimy obie strony rownania przez 4 |AB| - hy i otrzymujemy:

CBl= | |ACly _
W T TamA t TaEa = 10)

Pole trojkata ABC moze zapisa¢ na trzy sposoby:
Prape = $|AB| - hy = 5|CA| - hy = §|CB| - hs.
Wykorzystamy zwiazki: 5 |AB| - b1 = 5 |CA| - hy oraz +|AB| - h1 = 5|CB]| - hs.

Z rownosci: 5 |AB| - hy = 1|CA| - hy mamy |AB| - hy = |AC| - ha,

czyli 12 = 5 (2).

7 rownosci: 5 |AB| - h1 = +|CB| - hs mamy |AB| - h1 = |CB| - hs,
i hi _ [CB|

czyli 5 = 1agr (3).

Zwigzki (2) i (3) podstawiamy do réwnosci (1):

|cB| ol _
TR T TAR Ry L

L2y
h1+ TR h1_1

3

z 2 A
h1+h3+h2_1'

Ostatecznie otrzymujemy: - + h% + 7 = 1, co nalezato udowodnic.

Stownik
dwusieczna kata

polprosta o poczatku w wierzchotku kata i dzielgca ten kat na dwa katy przystajgce



dwusieczna kata tréjkata

odcinek, ktory jest cze$cig wspolna trojkata i dwusiecznejkata wewnetrznego tego
trojkata

odlegtos¢ punktu od boku trojkata

dtugos¢ odcinka prostopadiego do boku trojkata, ktorego jednym koncem jest punkt O,
ktory nie nalezy do rozwazanego boku trojkata, a drugim koncem jest punkt nalezacy do
tego boku



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjg dotyczacg zastosowania pojecia pola w dowodzeniu twierdzen.
Nastepnie rozwigz polecenia znajdujgce sie pod nia.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DUVxDY6X1

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowan pojecia pola w dowodzeniu.

Polecenie 2

Wykaz, ze jezeli trojkat ma dwie wysokosci o rownych dtugosciach, to jest rownoramienny.

Polecenie 3

Przyprostokatne trojkata prostokatnego majg dtugosci a = 5, b = 12. Wykaz, ze dtugos¢

wysokos$ci opuszczonej na przeciwprostokatng wynosi %.



https://zpe.gov.pl/a/DUVxDY6X1

Sprawdz sie

O

O

O

O

O

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Mozna wykazad, ze jesli o, (3, ¥ sa miarami katéw
wewnetrznych tréjkata ABC i sin? a + sin? B > sin? 4, to:

v = 90°

v 2> 90°

v > 90°

v < 90°

Cwiczenie 2

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C' ma
miare 120°. Mozna wykazaé, ze:

Jesli |AC| = a, |BC| = b, to dtugos¢ odcinka dwusiecznej kata AC B, ktory jest
b

zawarty w trojkacie ABC wynosi e

Jesli |AC| = 6, | BC| = 9, to dtugo$¢ odcinka dwusiecznej kata AC'B, ktory jest
zawarty w tréjkacie ABC wynosi 3, 6.

Jesdli |AC| = b, |BC| = a, to dtugosc¢ odcinka dwusiecznej kata AC B, ktory jest
zawarty w tréjkacie ABC wynosi a‘jfb .

Jesli |AC| = 12, |BC| = 16, to dtugosc¢ odcinka dwusiecznej kata AC B, ktory jest
16

zawarty w trojkacie ABC wynosi 13-



Cwiczenie 3

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego majg dtugosci a i b. Dopasuj dtugosé wysokosci
opuszczonej na przeciwprostokatng do podanych dtugosci bokéw a i b .

a=09,b=40 h= 2T
a=3V2 b=+2 h= 30
a=2V3,b=1+3 h=36
a=9,b=12 h =38

Cwiczenie 4

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci: a, b, ¢, w ktérym suma dtugosci wysokosci opuszczonych
na boki a i b jest rowna dtugosci trzeciej wysokosci tego tréjkata. Przeciggnij w poprawne
miejsca odpowiednie liczby tak, aby mozna byto wykaza¢ prawdziwosc ponizszych zdan.

Jeslia = 4v/3, b = /3, to trzeci bok ma dtugos¢ ¢ = V3
Jeslia = v/50, b = V/8, to trzeci bok ma dtugosc ¢ = ___________________ V2

\0,7 ]\12 ]\8 ]\1,895 ]\10 ]\1,785 ]\1,429 ]\1 ]\0,8]\ 0,9 |




Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku A. Z wierzchotka C prowadzimy na bok A B odcinek CD taki, ze
|AD| = 3| BD|. Mozna wykazac, ze:

O Prpep 4

Pr e 3

O Prpep 1
Prape 3
Pprpep

O Prape 0,25
Prpep

O PraBe 0’ 75

Cwiczenie 6

Dany jest trojkat ABC, w ktorym: |AB| = ¢, |AC| = b, | BC| = 4b oraz kat przy
wierzchotku C' ma miare 7. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan.

Zdanie Prawda Fatsz

Jesliy = 1507, to dtugos¢ wysokosci poprowadzonej O O
z wierzchotka C jest rowna 471’2.

Jesli~y = 120°, to dtugos¢ wysokosci poprowadzonej O O
z wierzchotka C jest rowna 271’2

Jesliy = 1357, to dtugos¢ wysokosci poprowadzonej
21/2b2 O O

z wierzchotka C'jest rowna =



Cwiczenie 7 @

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Czworokat ABC'D podzielono przekatnymi na
cztery tréjkaty o polach Sy, Ss, S3, S4 (jak na rysunku).

D

B

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Mozna wykazaé, ze:
D Jesli SQ = 551, to S4 — Sg = 453
(] S1+82=05;5+ 85

(] S = —ng'f?’

D Jesli SQ = 351, to S4 — Sg = 353



Cwiczenie 8 @

Mozna udowodnic¢, ze jesli w dowolnym tréjkacie ABC (jak na rysunku): 2| AD| = |BD| oraz
3|DF| = |CF|, to ktoéra z ponizszych réwnosci jest prawdziwa?

C

A

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 2|BE| = 3|CE|

O 5BE| = |CE|

(O 3|BE| =2|CE|

O [BE| = |CE|



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie pojecia pola w dowodzeniu twierdzen
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

VIIL. Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkoéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje poznane wzory na pole do dowodzenia twierdzen

 stosuje poznane twierdzenia do rozwigzywania zadan i problemow

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzacg do ich
rozwigzania



Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow
o pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
o e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podajg wzory na pole trojkata.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje animacje.

2. Omawia wraz z uczniami dwa pierwsze zadania z animacij.

3. Metoda ,burzy mozgow” uczniowie podaja metode rozwigzania zadania trzeciego do
samodzielnego rozwigzania, z animaciji.

. Chetny uczen zapisuje rozwigzanie zadania na tablicy.

. Uczniowie poréwnujg rozwigzanie z zaprezentowanym w animacii.

. Nauczyciel prosi o zapoznanie si¢ z przykltadem 2 w sekciji ,Przeczytaj.

. Uczniowie proponujg alternatywne metody rozwigzania przyktadu 2.

. Uczniowie rozwigzujg wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne.

© 0 g O Ul

. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazoéwek oraz zwraca uwage na
poprawnos$¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:

1. Chetni uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych przez
nauczyciela.



2. Nauczyciel wyjasnia watpliwosci.
3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

» Pole trojkata

e Obliczanie poli obwodow trojkatow
» Pole trojkata

e Przystawanie trojkatow

e Cechy podobienstwa trojkatow

Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w animacji uczniowie moga wykorzysta¢ w przygotowaniu si¢ do lekciji.
Umozliwi im to wystapienie na zajeciach w roli ekspertow. Animacje mozna wykorzystac
podczas realizaciji lekcji ,,Pole trojkata” oraz pierwszy przyklad z animaciji jest ciekawg
alterantywg dla zadan w lekciji ,Pole czworokata o danych przekatnych”.
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