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Rozwiazywanie uktadow rownan liniowych z dwiema

niewiadomymi metoda podstawiania

Zrédto: cottonbro, dostepny w internecie: https:/www.pexels.com/pl-pl/.

Aby rozwigza¢ uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi mozemy skorzystac z kilku
metod. Mozemy zastosowa¢ metode graficzng lub algebraiczng. Bardzo czesto stosujemy
algebraiczng metode polegajacqg na wyznaczeniu dowolnejniewiadomej z jednego z réwnan
tego ukladu i podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego rownania w miejsce
wyznaczonej niewiadomej.

Taka metode nazywamy metodq podstawiania.

Twoje cele

Rozwigzesz uktad réwnan liniowych metodg podstawiania.

Przeksztalcisz rownowaznie uklad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad réwnan postaci
{alw +bhy=c

asx + by = cs.
Przeksztalcisz rownowaznie rownania sktadowe uktadu rownan doprowadzajac je do

najprostszej postaci.

Wyznaczysz jedna z niewiadomych z dowolnego rownania sktadowego.



Przeczytaj

Definicja: uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac:

a1z +biy=c;
asx + by = ¢’

gdzie aq i by oraz ay i by nie sa rownoczes$nie rowne zero. W powyzszym ukladzie x oraz
y oznaczajg niewiadome, aq, as, by oraz by - wspotczynniki przy niewiadomych
odpowiednio z oraz y, natomiast ¢; i c; nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem takiego ukladu rownan jest kazda para liczb spelniajgcych jednoczesnie
kazde rownanie danego uktadu rownan.

Taki uktad rownan moze mie¢ jedno rozwigzanie, niekonczenie wiele rozwigzan lub
moze nie mie¢ rozwigzania.

Definicja: réwnowazne uktady réwnan

Dwa uktady rownan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy maja ten sam zbior
rozwigzan.

Twierdzenie: rwnowazny uktad rownan

Jesli z jednego ukladu réwnan wyznaczymy jedng niewiadomg i otrzymane wyrazenie
podstawimy do drugiego réwnania, to uktad rownan ztozony z pierwszego rownania i tak
przeksztatlconego drugiego rownania jest rownowazny danemu.

Wazne!
Rozwiazywanie ukladow rownan metoda podstawiania polega na:

» wyznaczeniu dowolnej niewiadomej z dowolnego réwnania,

e podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rownan w miejsce
wyznaczonej niewiadomej,

e rozwiazaniu otrzymanego rownania z jedng niewiadomag,

e podstawieniu otrzymanejwartosci niewiadomej do pierwszego rownania.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Przed rozwigzaniem réwnania, warto zastanowic sie, ktorg z niewiadomych wyznaczyc.
Ma to wplyw na stopien trudnosci rozwigzywanego réwnania z jedng niewiadoma.

Przyktad 1

Rozwigzemy uktad rownan liniowych metoda postawiania.

22 + 3y = —1
z+2y=20

Rozwigzanie

Wybieramy niewiadoma, ktora mozemy najtatwiej wyznaczy¢. W tym uktadzie rownan
takg niewiadoma jest £ w drugim réwnaniu.

2z + 3y = —1
T = —2y

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do pierwszego rownania w miejsce niewiadomej x.

2(—2y) +3y=-1
T =—2y

Rozwigzujemy pierwsze rownanie.

—4y+ 3y = —1
T =—2y

Otrzymang warto$¢ y podstawiamy do drugiego rownania.

y=1
rT=-2-1

Obliczamy warto$¢ niewiadomej .

y=1
T=—2

Otrzymali$my pare liczb, bedaca rozwigzaniem uktadu rownan. (Sprawdz)
Przyktad 2

Korzystajgc z metody postawiania, rozwigzemy uklad rownan liniowych.


javascript:void(0);

—15z + 3y = 21
—2y+5x = —4

Rozwigzanie

Wybieramy niewiadoma, ktora mozemy najtatwiej wyznaczy¢. W tym uktadzie nie ma
niewiadomej, ktorg mozemy wyznaczy¢ wykonujac jedno przeksztatcenie. Latwo jednak
zauwazyc, ze w pierwszym rownaniu wszystkie wspotczynniki sg podzielne przez 3,

a zatem mozemy z tego rOwnania wyznaczy¢ niewiadoma y.

{3y: 152 4+ 21 |: 3

—2y+5z = —4
y=95x+7
—2y+5c=—4

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do drugiego rownania w miejsce niewiadomej y.

y=5x+7
—2(bz+7) + bz = —4

Rozwigzujemy drugie rownanie.

y=5o+7
—10z — 14 + 5x = —4

y=>5x+7
—5x =10
y=5x+7
T =2

Otrzymang wartoS¢ x podstawiamy do pierwszego roéwnania.

{y:5-(—2)+7

T = -2
Obliczamy warto$¢ niewiadome;j y.
-
T =—2
Otrzymali$my pare liczb, bedaca rozwigzaniem uktadu rownan.

Przyktad 3

Zauwazmy, ze ukitad rownan liniowych z Przyktadu 2 mozemy rozwigza¢ metodg
podstawienia wykorzystujac inne podstawienie.



—15z + 3y = 21
—2y+5z = —4

Rozwigzanie

Dzielimy obie strony pierwszego rownania przez 3.

—15z +3y=211:3
—2y+5z = —4

—bdr+y="7
—2y+5z=—4

Mozemy zauwazy¢, ze w kazdym z rOwnan wystepuje wyrazenie bx. A zatem
wyznaczamy to wlasnie wyrazenie np. z drugiego rownania.

—bdr+y="7
Sr =2y —4

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do pierwszego rOwnania w miejsce wyrazenia 5z.

—(2y—4)+y="7
or =2y —4

Rozwigzujemy pierwsze rownanie.

{—2y+4+y=7

5r =2y —4
or =2y —4
y=-3

or =2y —4

Otrzymang warto$¢ y podstawiamy do drugiego rownania i rozwigzujemy réwnanie
z niewiadomg .

L o

y=-3
5z =—101]:5

OtrzymaliSmy pare¢ liczb, bedaca rozwigzaniem uktadu rownan.

y=-3
T =2



Przyktad 4

Rozwigzemy kolejny uktad rownan liniowych.

z+3y 20—y
{ 7 3 =2

4z —2)+5(2—y) =Tz
Rozwigzanie

Aby moc zastosowac¢ metode podstawiania, musimy doprowadzi¢ uktad rownan do
najprostszej postaci. Mozemy w tym celu pomnozy¢ obie strony pierwszego rownania
przez 6 (wspolny mianownik utamkow wystepujacych w rownaniu).

{3(x+3y)—2(2x—y):2-6
4z —2)+5(2—y) =Tz

Teraz w kazdym z rownan usuwamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne
i porzadkujemy uktad.

3z + 9y — 4x + 2y = 12
dr — 8+ 10— by =Tz

—z 4+ 11y =12
-3z — by = —2

Mozemy teraz zastosowac¢ metode postawiania, wyznaczajgc z pierwszego rownania
niewiadoma z.

{
{
(oo
{
{
{

=—1
v _ ., ,bedacgrozwigzaniem tego uktadu rownan.

OtrzymalisSmy pare liczb {y 1



Przyktad 5

Rozwigzemy uklad rownan.

{\/§x+3\/§y 10v/2
Vo2 +y=1

Rozwigzanie

Zastosujemy metode podstawiania. Wyznaczymy y z drugiego rownania i otrzymane
wyrazenie podstawimy do pierwszego réwnania w miejsce niewiadomej y.

V3z + 3v2y = 10v/2
y="17— V2z

3:13—1—3\/— \/Em):10\/§
y="17— \/_93

0
|
{\/ﬁx +21v/2 — 62 = 10v2
L
|

7— 2z
6)c = -11v2 |: (V3 -6)
\/§x

—11V2
m =
V3-6

y="T—+2z

Usuwamy niewymierno$¢ z mianownika w otrzymanym rozwigzaniu.

_ 711\/5-(\/§+6>
(v3-6)(v3+e)
y=17— V2z

711\/5-(\/§+6)

Tr =

3-36

\ly="7-— vV 2z
—11v/2-(/346
D)

-33

y="7—12z



x/i-(x/§+6)

Tr =

3
y:7—\/§93
m:\/ﬁgﬁx/ﬁ
y:7—\/§33

Obliczamy wartos¢ niewiadomej y.

i

_ V6+6v2
y=T- V2

_ V6+6v2
3

y=7- 231
y = 9—§x/§
o — Vor6vE
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest para liczb niewymiernych - 972%
- 73

Przyktad 6

Rozwigzemy uktad rownan.

2 1
{_ 1_5

3 2

3 _2_ 4

T

Rozwigzanie
a—= -1
Tym razem zastosujemy najpierw podstawienie b | iotrzymamy uktad réwnan
Ty
20 +b=5
3a—2b=4

Stosujemy teraz metode podstawiania: wyznaczamy b z pierwszego rownania
i postawiamy otrzymang warto$¢ do drugiego réwnania. Nastepnie rozwigzujemy uktad
rownan liniowych z niewiadomymi a i b.

b=>5—2a
3a —2(5—2a) =4



wiec wracajgc do poczatkowego podstawienia otrzymujemy:
a:%:2:>:c:%orazb:%:1:>y:1.

1
. . . . =5
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest para liczb { 2,

Przyktad 7

mz + 3y = 12

w zaleznoS$ci od parametru m
2z + my = 10 P

Zbadamy liczbe rozwigzan uktadu réwnan {

Rozwigzanie

Mozemy wyznaczy¢ z z drugiego rownania

10—my

mz + 3y = 12
T=—

{mzr:—l—3y:12
r=5—-Fy

Podstawiamy x = 5 — 5y do pierwszego réwnania i wyznaczamy warto$¢ y w zaleznosci
od parametru m.

m

Bm — 2y 4 3y = 12| -2

10m — m?y + 6y = 24
T=5— 3y



(6—m2)y:24—10m
T=5—3Y

W tym miejscu dzielimy obie strony pierwszego réwnania przez (6 — m2), wigc musimy
zalozy¢, ze m # V6im #* —+/6. Zauwazmy, ze jesli m = V6lubm = —6, to

w pierwsze réwnanie przyjmie posta¢ 0 = 24 & 10v/6 # 0. Tym samym dla rozwazanych
wartosci parametru m réwnanie nie ma rozwigzan.

Wyznaczymy rozwigzania w pozostatych przypadkach.

Otrzymang wartoS$¢ y podstawiamy w odpowiednie miejsce do drugiego rownania.

_ 24—-10m

 6—m?

_E_ m , 24-10m
=25 3

6—m?

24—10m
6—m?

_ 5(6-m%)  m(12-5m)
L= "6 m2 6—m?2

_ 30—12m
= 6—m?

__ 24—10m
y _ &= U

6—m?

Taki uklad rownan:

« nie ma rozwigzania dlam = —v/6 lubm = /6

. _— N = S
« ma dokladnie jedno rozwigzanie postaci os10m GlAT 7 —v/6im # /6.
Y= "6-mz

Stownik

uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

a1z + by =c;

uktad réwnan postaci
asx + by = co

réwnowazne uktady réownan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktady rownan, ktore majg ten sam zbior rozwigzan




metoda podstawiania

metoda polegajaca na wyznaczeniu dowolnej niewiadomej z dowolnego rownania
i podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rownan w miejsce wyznaczonej
niewiadome;j



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zastosowania metody podstawiania do rozwigzywania uktadéw
rownan przedstawionymi w animacji. Nastepnie wykonaj samodzielnie polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DkRXOVy50

Film nawigzujacy do tresci materialu na temat rozwigzywania uktadow réwnan liniowych
z dwiema niewiadomymi metodq podstawiania.

Polecenie 2

Rozwiaz uktad réwnan metodg podstawiania.

V3z + 3y =46

_z _ 6+V2
V=53



https://zpe.gov.pl/a/DkRXOVy50

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1

3z +2y =15

Zaznacz wszystkie uktady rownan rownowazne uktadowi {4 -
Yy—Tr=

mIE P
S

0 {iz i ;’)a::—lr 15

SIS

0 {Zy:_—xl,:&c + 7,5
Dy
S

o {i;} i iy+:x15




Cwiczenie 2 @)

Rozwigz uktad réwnan metoda podstawiania. Wskaz pare liczb, bedaca jego rozwigzaniem.
{333 +2y=-10

2y+zr=-2"
O {50
SR
O {5:2,5
O {5:0,5
Cwiczenie 3 ¢

Tty + =y _ 2
3 5 . . .
oraz zaznacz Jego rozwigzanie.

Wskaz uktad rownowazny uk’radowi{

2x— z—2
-5 =3
Uktad Rozwiazanie

dr —y=1>5 O T =2
3z — 12y = 42 y=—-3
dr+y=>5 x =2
{3x+16y:42 O {y:—3 O
4 +y = x =2
{3:1@—12@/:42 O {y:3 O
dr —y=>5 O x=—-2 O
3z + 16y = 42 y=3



Cwiczenie 4

Vb — V10y = —V2

— 2z + \/gy = 10
Wskaz prawdziwe zakonczenie zdania.

Aby rozwigzac ten uktad metodg podstawiania mozemy:

Dany jest uktad réwnan {

Prawda Fatsz

wyznaczyc z pierwszego
réwnania £ = \/Ey — @. O O
wyznaczy¢ z drugiego
réwnaniaz = V5 — @y. O
wyznaczy¢ z pierwszego
réwnania y = @ — @az O
O

wyznaczy¢ z drugiego

O O | O

réownania y = @x + V2.

Cwiczenie 5

(B+z)(y—5)==zy
44 2zy — oy = (y—2z)(4—y)
Zaznacz punkt, ktérego wspoétrzedne spetniajg ten uktad rownan.

Rozwiaz uktad réwnan metodg podstawiania {

O A=(-12,-23)
O D= (-12,25)
O C=(12,25)

O B=(12,23)

Cwiczenie 6

xT—y=m

spetnia
3xr+2y=m-+5 P

Dla jakich wartosci parametru m rozwigzanie uktadu réwnan {

:13>O7

warunek { ?
y<0



Cwiczenie 7

8x — my =10

w zaleznosci od parametru m.
2mzx — 4y = 12 P

Wyznacz rozwigzanie uktadu réwnan {

Uzupetnij luki w zdaniach.

____________________________

______________

nieoznaczony ’ ‘ 0,8 ’ ‘ —0,6 ’ ‘ 4 ’ ‘ 4 ’ ‘ oznaczony ’

Cwiczenie 8

+

@lg < oo
I
(=]

=—11

SHICEEN N

Rozwigz uktad rownan metoda podstawiania {



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Rozwigzywanie ukladéw rownan z dwiema niewiadomymi metoda
podstawiania.

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa: IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukladow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metodg podstawiania,
» tworzy algorytmy rozwigzywania uktadéw rownan liniowych.

Strategie nauczania:
 konstruktywizm
Metody i techniki nauczania

o dyskusja,
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacij,
o wedrujace plakaty.

Formy zajeé:

» praca calego zespotu klasowego,



e pracaw grupach,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji:
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie bedg pracowac¢ metoda wedrujacych plakatow.

3. Uczniowie w parach przypominajg sobie wiadomosci na temat uktadow rownan.

4. Chetni uczniowie podajg przyktady uktadow rownan, ktore zostajg zapisane na
plakatach.

Faza realizacyjna:

1. Pracujac w parach, uczniowie zapoznajg si¢ z przyktadami zawartymi w czesci
Przeczytaji w animaciji, a nastepnie wykonuja polecenie umieszczone pod animacja.

2. Uczniowie pracujg w czteroosobowych grupach. Ich zadaniem jest rozwigzywanie
uktadow rownan metodg podstawiania. Kazda grupa na swoim plakacie rozwigzuje
zapisane wczesniej ukltady rownan. Nastepnie zapisuje wymyslony przez siebie uklad
i zapisuje pierwsze rownowazne przeksztalcenie.

3. Plakat wrecza nastepnej grupie, ktora dopisuje nastepne przeksztalcenie i podaje
plakat dalej. W ten sposob rozwigzywane s3 kolejne uktady rownan.

4. Nauczyciel nadzoruje prace grup i wyjasnia watpliwosci.

5. Uczniowie w parach rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 4. Rozwigzania zadan
uczniowie zapisujg w zeszycie, sprawdzajac w materiale ich poprawnosc.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen.
2. Nauczyciel omawia prace grup oraz wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 5-8,
Materialy pomocnicze:

Uktad rownan liniowych


file:///a/D1Am8ZIdH

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia wiadomosci z lekcji oraz
podczas lekcji podsumowujacych rozwigzywanie uktadow rownan réznymi metodami.



