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Zrédto: dostepny w internecie: pixy.org, domena publiczna.

Monotonicznos$¢ funkcji jest bardzo waznym elementem badania przebiegu zmiennosci
funkciji. Najczesciej funkcje liczbowe opisywane sg za pomocg wzoru. Przyktady pokazane
w ponizszym materiale przyblizg ci sposoby okreslania monotonicznosci funkciji, gdy jest
ona opisana za pomoc3 jednego wzoru lub wzoru zbudowanego z kilku wyrazen
algebraicznych.

Jakie funkcje nazywamy funkcjami monotonicznymi?
Czy funkcja liczbowa jest zawsze rosnaca, malejgca lub stala w calej dziedzinie?

Odpowiedzi na powyzsze pytania uzyskasz po analizie ponizszego materiatu.

Twoje cele

» Poznasz sposoby okreslania monotonicznosci funkcji opisanejza pomoca wzoru.

» Sprawdzisz, czy funkcja opisana za pomocg wzoru jest funkcjg rosnacg, malejaca, czy
stalg.

o Okreslisz przedzialy, w ktorych funkcja maleje, rosnie lub jest stata.

o Udowodnisz, ze funkcja w podanym przedziale jest funkcjg malejacg, rosngca lub
stalg.




Przeczytaj

Definicja: Funkcja rosnaca

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja rosnaca w zbiorze A, A C X, wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych argumentéw z;, x2, nalezacych do zbioru A, z nieréwnosci z; < xs wynika
nierownosc

f(z1) < f(=2)

Funkcije, ktora jest rosngca w calej swojej dziedzinie, nazywamy funkcja rosnaca.
Definicje funkcji rosngcej mozemy rowniez zapisac¢ kroce;j.

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja rosngca w zbiorze A,

ACX &V, pealzr < z2 = flz1) < fx2)]

Zwrot ,dla kazdego x” nazywa si¢ kwantyfikatorem og6lnym, kwantyfikatorem duzym lub
kwantyfikatorem uniwersalnym wigzgcym zmienng x. Kwantyfikator ogolny oznaczamy
symbolem V.

Definicja: Funkcja malejaca

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja malejaca w zbiorze A, A C X, wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych argumentéw z, xo, nalezacych do zbioru A, z nieréwnosci z; < xs wynika
nieré6wnos¢

f(ar) > f(z2)

Funkcje, ktora jest malejgca w catej swojej dziedzinie, nazywamy funkcja malejaca.
Definicje funkcji malejagcej mozemy rowniez zapisac kroce;j.

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja malejaca w zbiorze A,

ACX &V, pealts <zo= f(z1) > fz2)]

Zwrot ,dla kazdego x” nazywa si¢ kwantyfikatorem ogo6lnym, kwantyfikatorem duzym lub
kwantyfikatorem uniwersalnym wigzagcym zmienng x. Kwantyfikator ogolny oznaczamy
symbolem V..

Definicja: Funkcja stata

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja stalg w zbiorze A, A C X, wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych argumentow 1, x5, nalezacych do zbioru A, z nieréwnosci 1 < x, wynika
rownosc




f(@1) = f(2)
Funkcije, ktora jest stala w calej dziedzinie, nazywamy funkcja stala.
Definicje funkcji stalej mozemy rowniez zapisac kroce;.
Funkcja liczbowa f : X — Y jest stata w zbiorze A,
ACX &V pealrs <z = f(21) = f(22)]
Definicja: Funkcja nierosnaca

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja nierosngcg w zbiorze A, A C X, wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych argumentéw z;, z2, nalezacych do zbioru A, z nieréwnosci z; < zs wynika
nieré6wnos¢

f(z1) = f(z2)

Definicje funkcji nierosngcej mozemy rowniez zapisac kroce;.
Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja nierosngca w zbiorze A,

AC X &Yy pealrr <xy = flz1) > f(22)]
Definicja: Funkcja niemalejaca

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja niemalejagcg w zbiorze A, A C X, wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych argumentéw z;, x2, nalezacych do zbioru A, z nieréwnosci z; < xs wynika
nierownosc

f(z1) < f(=z2)
Definicje funkcji niemalejgcej mozemy rowniez zapisa¢ kroce;j.
Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja niemalejgcg w zbiorze A,
ACX S Vy aealrs <z = fzy) < fla)]
Analizujgc definicje funkcji nierosnaceji niemalejacej, mozemy zauwazyc, ze:
» kazda funkcja rosngca jest jednoczesnie funkcjg niemalejaca,
» kazda funkcja malejaca jest jednoczesnie funkcja nierosnaca,
» kazda funkcja stata jest jednoczesnie funkcja nierosngcg i niemalejaca.

Funkcje rosngce, malejace, stale, nierosngce i niemalejgce nazywamy funkcjami
monotonicznymi.

Przyktad 1

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru.


javascript:void(0);

f(z) = (z+3)°, gdyz € R.

Wykazemy, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo, — 3)irosngca w przedziale
(—3, 00).

Rozwigzanie:

a.zx € (—oo, —3)

Zalozenie:
f(x) = (z+3)% z1, 2y € (—00, — 3)orazz; < .

Teza:

f(x1) > f(z2).

Dowdd:

Obliczymy roznice wartosci funkcji dla argumentow x; i x5.

fz1) = f(z) = (21 +3)" — (22 +3)*

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow
a?— b = (a—"b)(a+Db).

f(x1) = f(z2) = [(z1 +3) — (22 + 3)] - [(21 + 3) + (22 + 3)]
Opuszczamy nawiasy zwykte.

f(il?l)—f(mg) = [iBl —$2+3—3] . [ZL’1+$2—|—3+3]
Redukujemy wyrazy podobne.

f(x1) = fz2) = (21 — 22) (21 + 22 + 6)

Okreslimy znak otrzymanego iloczynu:
1 — T2 < 0 -z zalozenia wiemy, ze 1 < T
x1 + 3 + 6 < 0 - z zalozenia wiemy, ze 1 < —3izy < —3,zatem z; + 2 < —6.

Stad (z1 — z2)(z1 + 22 +6) > 0.

Dla dowolnych liczb x4, s nalezacych do przedziatu (—oo, — 3) z nieréwnoéci z; <
wynika nierowno$¢ f(zq) > f(xs).

Stad wniosek, ze funkcja f jest malejgca w przedziale (—oo, — 3).
b.z € (—3, )

Z definicji funkciji rosngcejwiemy, ze:

funkcja liczbowa f : X — Y jest rosnaca w zbiorze
AC X & thwzeA[azl < X9 = f(.’El) < f(wz)]

x1 € (—3, 00)izy € (=3, 00)ixy < @y

T < T2

Do obu stron nieréwnosci dodajemy liczbe 3.



T +3<x3+3

Obie strony nierownosci podnosimy do kwadratu.
(w1 +3)" < (z3 +3)°

Znak nierébwnosci nie ulega zmianie, poniewaz z; +3 > 0izs +3 > 0.

f(z1) < f(z2)

Zatem prawdziwa jest implikacja
(T1 < x2) = [f(z1) < f(22)].

Stad wniosek, ze funkcja f jest funkcja rosngca w przedziale (—3, o).
Przyktad 2
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru
f(z) =6 —3z,gdyz € (—o0, — 2).
Okreslimy monotoniczno$¢ funkcji f.
Rozwigzanie:
z, € (—00, —2)izy € (—00, —2)iz; <zyif(z)=+6— 3z
Okreslimy znak roznicy f(z1) — f(z2).
(z1) V6 — 3z,
(z2) V6 — 3z,
f(z1) — f(z2) = v6 — 321 — /6 — 3z

f
f

Rozpatrzymy wyrazenie

vV6—3z1+v6—3z,
V6—3z1+v6—3z2

Mozemy zauwazyc¢, ze

1.\/6—3$1+\/6—3$2 >0,boxr; < —2izy < —20razz; < x9,

2. Roznice v/6 — 3z — /6 — 3zy mozemy pomnozy¢ przez wyrazenie

V6—3z1+v6—3x2 -1
\/6—32614-\/ 6—31‘2

bez zmiany jej wartoSci.

@) ~ flen) = (VE=80 — V6= - YEENTEE

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia (a — b)(a + b) = a® — b? i otrzymujemy:
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_ (6—3x1)—(6—3xz2) __ —3(z1—x2)
f@) = f(22) = e s = Ve

Okreslimy znak otrzymanego wyrazenia:

o 1 <z czylizy —x2 < 0,stad —3(z1 — x2) > 0 jako iloczyn dwoch liczb ujemnych.

o /6 —3x1 + /6 — 3z2 > 0, jako suma dwoch wyrazen dodatnich.
Zatem f(x1) — f(z2) > 0.
Z warunku z1 < x2 < —2 wynika nieréwnos$¢ f(z1) > f(z2).
To znaczy, ze funkcja f(z) = v6 — 3z, gdy z € (—oo, — 2) jest funkcja malejaca.
Przyktad 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru.

0,8¢, gdyz <0
flz) = 2
—8z*, gdyx >0
Wykazemy, ze funkcja f jest rosngca w przedziale (—oo, 0) oraz malejgca w przedziale (0, oo).

Rozwigzanie:

a.z € (—oo, 0)
Zalozenie: f(z) = 0,8z, z1, x2 € (—o0, 0) oraz x1 < 2.
Teza: f(z1) < f(z2).

Dowod:
Obliczymy roznice wartosci funkcji dla argumentow x1 i x2.
f(z1) — f(z2) = 0,8z1 — 0,8z2 = 0,8(xz1 — z2)

Okreslimy znak otrzymanego iloczynu:
o 1 — x2 < 0 -2z zalozenia wiemy, ze 1 < 2,
o 0,8(x1 — x2) < 0 -iloczyn liczby dodatniej przez liczbe ujemna.

f(z1) < f(z2)

Zatem prawdziwa jest implikacja

(1 < z2) = [f(21) < f(22)]

Stad wniosek, ze funkcja f jest funkcja rosngca w przedziale (—oo, 0).
b.z € (0, o)

Zalozenie:



f(z) = —8x% x1, 25 € (0, 00) oraz x; < xs.

Teza:

f(@1) > f(=2).

Dowodd:

Obliczymy roznice wartosci funkcji dla argumentéw x; i x5 oraz korzystamy ze wzoru

skréconego mnozenia na réznice kwadratéow a? — b% = (a — b)(a + b).
f(z1) — f(z2) = =8z — (—8’1122) = —8(91312 — 3322) = —8(x1 — x2)(x1 + z2)

Okreslimy znak otrzymanego iloczynu:
o 1 — x9 < 0-2zzalozenia wiemy, ze 1 < o,
o x1 + x5 > 0 -suma dwoch liczb dodatnich,
o —8(x1 — x2)(x1 + z3) > 0 - iloczyn dwoch liczb ujemnych przez liczbe
dodatnig.

Zatem f(z1) — f(zg) > 0.
Z warunku z; < xs wynika nieréowno$¢ f(z1) > f(xs).

Zatem prawdziwa jest implikacja
(T1 < x2) = [fz1) > f(22)].

Stad wniosek, ze funkcja f jest funkcja malejaca w przedziale (0, o).
Przyktad 4
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru.
f(z) = logy(x + 5).
Okreslimy jej dziedzing i wykazemy, ze funkcja f jest rosngca w calej swojej dziedzinie.
Rozwigzanie:
Okreslimy dziedzine funkciji f.
Z wlasnosci logarytmu wiemy, ze liczba logarytmowana musi by¢ liczbga dodatnig, czyli:
z+5>0
> -5
Stad Dy = (-5, o)
Wykazemy, ze funkcja f(z) = logy(z + 5), gdy z € (—5, 00) jest funkcjg rosnaca.

Zalozenie: f(z) = logy(z + 5), Dy = (=5, 00), 1,22 € (=5, 00), =5 < &1 < @2
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Teza: f(z1) < f(z2)

Dowad:

Obliczymy roznice wartosci funkcji dla argumentow x; i xs.
f(z1) — f(@2) = logy(@1 + 5) — logy( + 5)

Okreslimy znak otrzymanej roznicy.

Z wilasnosci logarytmu wiemy, ze gdy podstawa logarytmu jest liczba wigkszg od jednosci, to
ten logarytm jest wiekszy, ktorego liczba logarytmowana jest wigksza.

Z zalozenia wiemy, ze:
ey < xg,czylizy +5< T2+ 5
Zatem f(x1) — f(z2) <O0.
Prawdziwa jest implikacja
(z1 < @2) = [f(21) < f(22)].
Stad wniosek, ze funkcja f jest funkcjg rosngca w przedziale (—5, 00).
Przyktad 5

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru.

—
8
S

f(z) = 3+2) ,gdyz € R.

Okreslimy jej monotonicznosSc.
Rozwigzanie:

Korzystajac z wlasnos$ci pierwiastkow arytmetycznych drugiego stopnia, mozemy zapisa¢ wzor
funkcji f w inny, rownowazny sposob.

@ ey f-3(z+2), gdyz < -2
s(z+2), gdyz> -2

Okreslimy monotoniczno$¢ funkcji f.
Wzor funkcji sktada sie¢ z dwoch wyrazen.

a.z € (—oo, —2)
f(z) = _%(5‘7 + 2), D; = (—o00, —2),x1, 2 € Dy, zy < o

Okreslimy znak roznicy wartoséci funkcji f dla argumentéw z1 i z2.
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f(il?l) — f(wg) = —%(131 + 2) — [—%(:132 + 2)] = —%.’Bl — % + %132 + (.’171 — 332)

Wyznaczymy znak otrzymanego iloczynu:
o 21 < Tgczyliz; —xy <0,
o —+(x1 — ) > 0 - iloczyn dwoch liczb ujemnych.

Stad f(z1) — f(z2) > 0.
Zatem f(x1) > f(x2).
Z nieréwnosci x; < xs wynika nierownos¢ f(zy) > f(xs).

Stad wniosek, ze funkcja f jest malejgca w przedziale (—oo, — 2).
b.xz € (=2, )

f(z) = %(m +2),Df = (=2, 00), 21,22 € Dy, 21 < 29

Okreslimy znak réznicy warto$ci funkcji f dla argumentow z1 i x2.
f(m1) = f(z2) = 321 +2) — [3(224+2)] = 521+ 5 — 522 — 5 = 3 (21 — 22)
Wyznaczymy znak otrzymanego iloczynu:

o 21 < Tgczyliz; —xy <0,

° %(xl — &5) < 0 -iloczyn dwoch liczb o réznych znakach.
Stad f(z1) — f(z2) < 0.
Zatem f(z1) < f(x2).
Z nieréwnosci 1 < x2 wynika nierownos¢ f(z1) < f(z2).

Stad wniosek, ze funkcja f jest rosngca w przedziale (—2, 00).

Funkcja f(z) = Vi)

3
funkcjg rosngcg w przedziale (—2, 00).

, gdy = € R jest funkcjg malejgca w przedziale (—oo, — 2) oraz

Wazne!
o Funkcja jest rosnaca, jezeli wiekszemu argumentowi odpowiada wigksza wartos¢ funkcii.

» Funkcja jest malejaca, jezeli wigkszemu argumentowi odpowiada mniejsza wartos¢ funkcii.

» Funkcja jest stala, jezeli kazdemu argumentowi odpowiada taka sama wartos¢ funkcii.

Stownik

funkcja rosnaca



funkcja jest rosnaca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow rosna jej wartosci
funkcja malejaca

funkcja jest malejgca, jezeli wraz ze wzrostem argumentoéw malejg jej wartosci
funkcja stata

funkcja jest stala, jezeli dla wszystkich argumentoéw przyjmuje stalg, te samg wartos¢



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie przyktady przedstawione w animacji. Najpierw samodzielnie rozwigz
zadania, a nastepnie poréwnaj swoje wyniki z pokazanymi w animacji rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D10VSGdoL

Film nawiazujgcy do tresci lekcji dotyczacy okreslania przedzialow monotonicznoSci.

Po zapoznaniu si¢ z animacjg, rozwigz samodzielnie ponizsze polecenia.
Polecenie 2

Polecenie 3
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru.

f(z) =2*—2,gdyz € R.

Wykaz, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo, 0).


https://zpe.gov.pl/a/D10VSGdoL

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) =sgn (z — 1) dlaz € (0, 2). Wskaz wszystkie zdania
prawdziwe.

E] Funkcja f jest nierosnaca.
(] Funkcja f jest stata.
[ ] Funkcja f jest stata w przedziatach (0, 1)i (1, 2).

(] Funkcja f jest niemalejaca.

Cwiczenie 2 @)

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = 222 — 1dlaz € (—1, 3). Przeciagnij
w odpowiednie miejsca poprawne przedziaty monotonicznosci funkcji f.

(L2 ][03)][(10][0.3][(-1,0]

Cwiczenie 3




Cwiczenie 4

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = | — 1| dlax € (0, 4). Wskaz maksymalny
przedziat, w ktérym funkcja f jest malejaca.

O (0, 2)
O (0, 1)
O (0,2)

O (0,1

Cwiczenie 5

Wskaz maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f(z) = 3 — |z + 2| jest rosnaca.

O (_OO’ - 3>
O <_37 OO)
O (_007 - 2>

O <_27 OO)

Cwiczenie 6

Podaj przedziaty monotonicznosci funkcji
1, dlazée (—oc0, —1
o) =4 e

z?, dlaz € (—1, o0)

______________

\(—oo, —1)]\(—00, —1>H(—oo, 0>H<—1, 0>H<o, oo)H(—l, oo)H(—l, O)y




Cwiczenie 7

Podaj przedziaty monotonicznosci funkcji
2 +1, dlaze (-3, —1)

flz) =41, dlaz € (—1, 2)
5—z, dlaze(2,4)

(19 [ —n][e ][22 -0)[L2)][@ 4]

Cwiczenie 8

Podaj przedziaty monotonicznosci funkcji

1 dlaz € (—1, 0)
f(z) =< x, dlaz € (0, 4) .

—3z+4, dlaz € (4, 8)

f jest malejaca w przedziale/przedziatach

(1, 0)i(4, 8) | [ (0, 8) || (0,4) | (~1,0)i(0, 4) || (0, 4) |




Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okreslanie przedzialow monotoniczno$ci funkcji opisanej za pomoca wzoru
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku Zrodet jednoczesnie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 zna sposoby okreslania monotonicznosci funkcji opisanej za pomocg wzoru

» sprawdza, czy funkcja opisana za pomoca wzoru jest funkcjg rosngcg, malejacg, czy stala

» okresla przedziaty, w ktorych funkcja opisana za pomocg wzoru maleje, rosnie lub jest
stata

» udowodnia, ze funkcja w podanym przedziale jest funkcja malejaca, rosngcg lub stata

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e ,pracabez stow”
e kosziwalizka
o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria osiaggnigcia
sukcesu.

2. Uczniowie metoda ,praca bez stow”, powtarzaja wiadomosci dotyczace sposobow
wyznaczania dziedziny funkciji liczbowej. Nauczyciel zapisuje na tablicy wzor funkcii,
dla ktorejnalezy obliczy¢ dziedzine. Uczen, ktory ma ochote wykonac obliczenia,
podchodzi do tablicy, rozwigzuje zadanie. Jednoczesnie, bez uzycia stow, thumaczy,
w jaki sposob wykonat obliczenia. Na koniec chetni uczniowie uzupeliniajg regute
dotyczacg sposobow wyznaczania dziedziny funkcji liczbowej, rozpoczeta przez
nauczyciela.

3. Podsumowujac te czes¢ zaje¢, nauczyciel rowniez nie uzywa stow, ale postuguje sie
gestami, symbolami, itp.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przykiady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj

2. Po uplywie wyznaczonego czasu 1aczg si¢ w pary i poréwnujg miedzy sobg uzyskane
informacje. Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, poszukujg odpowiedzi na pytania
postawione w sekcji ,Wprowadzenie”. Wnioski przedstawiajg na forum klasy.

3. Uczniowie ogladaja animacje przedstawiajacq przyklady sposobow sprawdzania, czy
dana funkcja jest malejgca lub rosngca i rozwigzujg samodzielnie wskazane polecenia.

4. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 1 - 4 i wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:



1. Uczniowie, stosujac metode kosza i walizki, wybierajg najwazniejsze umiejetnosci, ktore
nalezy zapamietac.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.

3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczegolnych uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg w domu ¢wiczenia 5 - 8.
2. Zadanie dla chetnych:
Okre$l przedzialy monotonicznos$ci funkcji f, opisanejza pomoca wzoru

f(z) = logs (z* — 4).
Materialy pomocnicze:
Monotonicznos$¢ funkcji
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje do powtorzenia wiadomosci na temat
monotonicznosci funkciji.
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