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Istnieje kilka réznych sposobow na wyznaczanie wartosci funkcji trygonometrycznych.

W materiale postuzymy sie trojkatem prostokatnym, prostokgtnym uktadem wspoirzednych
oraz poznanymi wzorami z trygonometrii, nazywanymi tozsamosciami
trygonometrycznymi. Bazujac na materiale teoretycznym oraz przedstawionych
przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Obliczysz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata, gdy dana jest
wartos¢ jednej funkciji.

o Okreslisz znaki funkcji trygonometrycznych w réznych ¢wiartkach uktadu
wspotrzednych.

» Wykorzystasz poznane wzory na jedynke trygonometryczng i tangens dowolnego
kata do obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych.

o Wyznaczysz wartosci funkcji trygonometrycznych za pomoca tréjkata prostokgtnego

lub kata skierowanego w uktadzie wspoirzednych.



Przeczytaj

W materiale omowimy sposoby wyznaczania wartosci funkcji trygonometrycznych kata, gdy
dana jest wartos¢ jednej funkcji trygonometryczne;j.

Wazne!
Jezeli:

e a€(0°,90°),tosina > 0,cosa > 0oraz tga > 0,

e o€ (1807, 270°),tosinaa < 0,cosa < 0 oraztgax > 0,

(

e a€(90°, 180°),tosina > 0, cosa < Q oraz tgax < 0,
(
(

e a€(270°, 360°),tosinaa < 0,cosa > 0 oraztga < 0.

Sposoby wyznaczania wartosci funkcji trygonometrycznych

1. Z wykorzystaniem tréjkata prostokatnego

sina = %, cosa = %,tga =7,

sin 8 = %,cosﬁz S, tgB= %

2. Z uzyciem kata skierowanego w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych



: — ¥ _ =z — Y — 2 2
sina = +,CosQ = 7,tga—;orazr—\/:v + y-.

3. Za pomoca podstawowych tozsamosci trygonometrycznych
« jedynka trygonometryczna: sin? a + cos? a = 1,
« wz0r na tangens dowolnego kata: tg o = S22 adzie o # 90° + k- 180° dla k € Z.

Przyktad 1

Wyznaczymy warto$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego o, jezeli
V2

sSmo = -
Rozwigzanie

Narysujmy trojkgt prostokatny i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.

V2

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, zapisujemy rownanie:

x? + (\/§>2 =72
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Zatem 2% = 47, wiec x = /47.

Z definicji funkciji trygonometrycznych mamy, ze:

cosa:@,

_ V2 Vo
tga = U = AT
Przyktad 2

Wyznaczymy warto$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli

o €(90°,180°) oraz tgar = —3..

Rozwigzanie

Przedstawmy dane z zadania na rysunku w prostokatnym uktadzie wspotrzednych.

Zatem x = —4 oraz y = 3.

Obliczamy 7 = 4/ (—4)” + 32 = /16 + 9 = 5.

Korzystajgc ze wzorow na sin a oraz cos o, otrzymujemy, ze:

sino = % oraz coso = —

SIS

Przyktad 3

Wyznaczymy wartosci pozostatych funkciji trygonometrycznych kata a, jezeli wiadomo,
ze cosa = ¢ oraza € (2707, 360°).



Rozwigzanie

Po podstawieniu do wzoru na jedynke trygonometryczng otrzymujemy, ze
sin? o + (%)2 = 1.

Rozwigzujac rownanie otrzymujemy, ze sin® a = %, zatem sina = 2Tm lub
sina = —27\/6.
Poniewaz a € (270°, 360°), wiec sina = —27*/6.
. 2/
Wobec tegotga = 2 == = %5 = —2V6.
Przyktad 4

Wyznaczymy wartosci pozostatych funkciji trygonometrycznych kata o, jezeli tga = 5
oraz o € (180°, 270°).
Rozwigzanie

. __ sina : . __ sina ; : —
Korzystajac ze wzoru tga = -, otrzymujemy, ze 5 = -, Wiec sina = 5 - cos a.

Otrzymang zaleznoS¢ podstawiamy do tozsamosci trygonometrycznej - jedynki
trygonometrycznej. Otrzymujemy roéwnanie:

(5-cosa)® + cos?a = 1.

Zatem 26 - cos® o = 1, wiec cosa = % lub cosa = —%.
Poniewaz o € (180°, 270°), wiec cosa = —zﬁ(fi oraz sin o = —52—*/62_6.

Jezeli dana jest wartosc¢ jednej funkciji trygonometrycznejkata, to pozostate przyblizone
warto$ci mozemy odczytac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych.

Przyktad 5

Wiadomo, ze tg a = 0,2679. Wyznaczymy warto$¢ sin o oraz cos a.

Rozwigzanie

Z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych odczytujemy, ze a = 15°.

Nastepnie, korzystajgc z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, odczytujemy, ze:
sina = 0, 2588 oraz cos a = 0, 9659.

Przyktad 6
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Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli tangens tego kata jest 3
razy wiekszy od cosinusa kgta oraz o € (0°, 90°).

Rozwigzanie

sin o

cosa — =3 .cosa.

Z danych w zadaniu wynika, ze tg o = 3 - cos a, zatem ==
2 sin o

Z tejrownosci otrzymujemy, ze cos” o = =3

Po podstawieniu tego wzoru do wzoru na jedynke trygonometryczng otrzymujemy
rownanie:

sin? o 4 SBa Smo‘ =1
Jezeli zrobimy podstawienie ¢ = sin o, to rOwnanie jest postaci:

32 4+t—3=0.

Obliczamy A =12 — 4 -3 - (—3) = 37.

Zatemt; = —1—T\/3_7 oraz ty = _1+T‘/§.

Poniewazt = sina orazt; < —1, zatemsina = _1+Tm.
Wobec tego:

cos?a = %m = lJ{g/ﬁ ,czyli cosa = *ITS‘/3_7,

tga_3\/ 1+\/37.

Stownik
funkcje trygonometryczne kata ostrego

funkcje matematyczne wyrazajace stosunek miedzy dtugoSciami bokow trojkata
prostokatnego wzgledem miar jego katow wewnetrznych

tozsamosci trygonometryczne

podstawowa zalezno$¢ pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2
Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli:

a)sina = 2 oraza € (90°,180°),

b)tga = 2 oraza € (180°,270°).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz.

Jezeli cosa = 1 oraza € (270°, 360°), to:

O tga = V15.
() sina-tga = —/15.

O sina = —@.

Cwiczenie 2 @)
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem tak, aby w danym oknie znajdowaty sie

rownosci zwigzane z tym samym katem. Przenies i upus¢ w wyznaczone miejsca. Mozesz tez
klikng¢ w odpowiedz, aby wyswietli¢ liste i wybra¢ prawidtowg grupe.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego a:

sina:%’ cosa:_T‘M’
cosa = @ ‘ tga = _T‘/ﬁ
Funkcje trygonometryczne kata rozwartego a: sina = % tga = 4 ’




Cwiczenie 3
Wiadomo, ze sina = % oraza € (90°, 180°). Zaznacz zdania, ktére sa prawdziwe.

(] Wartos¢ wyrazenia tg a - cos a jest réwna (— %)

[ ] Wartos¢ cos a wynosi (—

s . 221
(] Warto$é tg a wynosi <_T )

. . /42
() Wartos¢ tg o wynosi 51

Cwiczenie 4
Potacz w pary wartosci funkcji trygonometrycznych tego samego kata o, jezeli o jest katem
ostrym.

= _ 3V10

tga =3 tga = S5
sina = 3 cosa = 2Y2
3

0 4
cosa:@ tga =4
— 3 _ V10

cos 5 COSO[—T



Cwiczenie 5

Wstaw odpowiednie wartosci funkcji trygonometrycznych. Kliknij w luke, aby wyswietli¢ liste
i wybraé prawidtowa odpowiedz.

Jezelia € (907, 180°) oraztg o = —3, to:

sina = ,
o
Jezeli o 6(270, 360°) orazcosa = @, to:
sina = ,
tga—= .

_ N6 || _A15 3v10 || _ V10
2 5 10 10

Cwiczenie 6
Uzupetnij tekst, wpisujac odpowiednie liczby.

Jezelitga = 5 oraza € (180°, 270°), to sin « :‘ ’cos .

Zatem ’cos2 a+cos?a =1, czyli ‘ ’0052 a=1.

Wobec tego cosa = _;/62_6.

Jezelitga = —2oraza € (90°, 180°), tosin« =‘ ’cos a.

Zatem ’cos2 a+ cos?a =1, czyli ‘ ’cos2 a=1.

Wobec tego cosa = — %

Cwiczenie 7 @
Cwiczenie 8 @

Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata a, jezeli o € (180°, 270°)
oraztga = 4.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyznaczanie wartoSci funkcji trygonometrycznych, gdy dana jest wartos$¢ innej
z funkcji

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic lub kalkulatora;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:
 oblicza wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata, gdy dana jest wartos¢
jednej funkcii,
 okresla znaki funkciji trygonometrycznych w ¢wiartkach uktadu wspotrzednych,
» wykorzystuje poznane wzory na jedynke trygonometryczng i tangens dowolnego kata

do obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych,
 stosuje poznang wiedze¢ do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



« metoda kota i myszy;
o liga zadaniowa;
 objasSnienie nowejwiedzy.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniéw.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Wyznaczanie wartosci funkcji
trygonometrycznych, gdy dana jest wartos¢ innej z funkcji” i celow lekcji. Okreslenie
wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na
forum klasy; odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z materialem w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”,

a nastepnie wykonuja zawarte w tej czesci polecenie. Po zaznajomieniu si¢ z tresciami
nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia najwazniejsze etapy realizaciji
polecenia.

3. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 w sekcji ,Sprawdz sie” na forum klasy.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na
biezaco.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie wykonuja metodg kot i mysz ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Mysz
stara si¢ jak najlepiejrozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos$¢. Po 2
nieudanych prébach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role
uczniow odwracaja si¢ i mysz staje sie kotem - procedura si¢ powtarza.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wyznaczanie wartosci funkciji trygonometrycznych,
gdy dana jest warto$c¢ innej z funkcji”).

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego.
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadanie
domowe dotyczgce analizy problemu wyznaczania wartosci funkcji
trygonometrycznych, gdy dana jest wartos¢ innej z funkcij.
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