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W geometrii przestrzennejznajdujemy takie problemy, ktorych rozwigzanie jest o wiele
tatwiejsze i szybsze, gdy rozpatrzymy ich analogiczny problem dwuwymiarowy. Takie
podejscie czesto jest stosowane przy obliczaniu pola powierzchni bryl. W tym materiale
dowiesz si¢, czym jest i w jaki sposob obliczy¢ pole powierzchni graniastostupa
prawidtowego czworokatnego.

Twoje cele

» Zdefiniujesz pole powierzchni graniastostupa prawidlowego czworokatnego.
» Obliczysz pole powierzchni graniastostupa prawidtowego czworokatnego
z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych dotychczas twierdzen.




Przeczytaj

Wsrod Scian graniastostupa prawidtowego czworokatnego wyrozniamy dwie podstawy

i cztery Sciany boczne. Sume powierzchni Scian bocznych graniastostupa prawidtowego
czworokatnego nazywamy jego powierzchnig boczng. Zatem powierzchnia boczna
graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest sumg prostokatow a sume pol tych
prostokatow nazywamy polem powierzchni bocznej graniastoslupa prawidlowego
czworokatnego. Podstawami graniastostupa prawidtowego czworokatnego sa kwadraty
a sume ich pol nazywamy polem podstaw graniastoslupa prawidlowego czworokatnego.

Definicja: Pole powierzchni catkowitej

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego definiujemy
jako sume pdl jego podstaw i pola powierzchni bocznej. Wobec tego pole powierzchni
catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest rowne polu jego siatki.
Zalezno$c¢ te opisuje wzor:

P.=2P, + P, = 2a® + 4ah

gdzie:
h - jest dtugoscia wysokosci graniastostupa prawidtowego czworokatnego,
a - jest dtugoscia krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego.
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Przyktad 1

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym ABCDEFG H przedstawionym na
ponizszym rysunku wysokosc¢ h jest o 2 dtuzsza od krawedzi podstawy a. Przekatna D
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tego graniastostupa tworzy z przekatnga d $ciany bocznej kat « taki, ze tga = 0, 6.
Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze h = a + 2. Z trojkata ABG mamy:
tga= 3 =0,6,astada =0, 6d.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkagta BCG mamy:

d? = (a+2)* + a? = 2a® + 4a + 4.

Po podstawieniu zaleznosci a = 0, 6d, wykonaniu dziatan oraz redukcji wyrazow
podobnych otrzymujemy rownanie:

7d? — 60d — 100 = 0.
Wyroznik rownania wynosi A = (—60)> — 4 -7 - (—100) = 6400.

Otrzymujemy nastepujgce rozwigzania: d = %10 < 0lub d = 10. Stad wynika, ze
a=0,6d=6orazh=a-+2=28.

Obliczymy teraz pole powierzchni catkowitej graniastostupa
P.=2a’>+4ah=2-36+4-6-8 = 264.

Przyktad 2



W graniastostupie prawidtowym czworokatnym ABCDEFG H przedstawionym na
ponizszym rysunku stosunek dtugosci wysokosci h do dtugos$ci krawedzi podstawy a
wynosi 2. Graniastostup przeci¢to ptaszczyzna przechodzgcg przez przekatna podstawy
i nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem ostrym, ktorego tangens wynosi 2V/2.
Pole otrzymanego przekroju wynosi 24. Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.

Rozwigzanie:

Przekroj APC jest trojkatem rownoramiennym. Jego podstawa jest odcinek |AC| = av/ 2,
a wysokos$cig odcinek | PSS|. Pole przekroju graniastostupa obliczymy zatem ze wzoru
PACP = % : CL\/E' |PS|

Wyznaczymy zalezno$¢ wysokosci | PS| od dtugosci krawedzi graniastostupa a z trojkata
prostokatnego PBS:

_ I5B]
COS & = Tpgr-

[SBl _ av2

cosa  2cosa”

Stad otrzymujemy, ze | PS| =
Wiemy, ze tg o = 24/2.

Stad tgar = B¢ — 24/2, czylisina = 2v/2cos o

Ccos
Podstawiajac te zalezno$c¢ do jedynki trygonometrycznej otrzymujemy:

2

8 cos? a + cos? a = 1, co daje: cosa = %
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Mozemy obliczy¢ wysokos¢ trojkata APC:

‘PS‘: av'2 _3a\/§.

2cosa 2

Podstawiamy te zaleznos¢ do wzoru na pole przekroju i otrzymujemy

%-a\/i- 3"2‘/5 = 24,

Stad wyliczamy dlugos¢ krawedzi podstawy a i wysokos¢ h:

%az =24,czylia =4

Wiemy, ze % = 2, zatem wysokoS¢ graniastostupa h = 2a, czyli: h = 8.
Obliczymy pole powierzchni catkowitej graniastostupa
P.=2a®>+4ah =2-16 +4-4-8 = 160.

Przyktad 3

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym ABCDEFG H przedstawionym na
ponizszym rysunku potgczono Srodki trzech krawedzi graniastostupa, z ktorych zadne
dwie nie leza w jednej ptaszczyznie i otrzymano trojkat rownoramienny K LM o bokach
dtugosci 12, 12, 12v/2. Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Rozwigzanie:

Niech a oznacza dlugos¢ krawedzi podstawy rozwazanego graniastostupa prawidlowego
czworokatnego, h oznacza dtugo$c¢ jego wysokosci.



Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkatow K BC, M HG oraz EAK otrzymujemy
KC* = IMG? = (La)’ + a2 = 2a?,
|KE|* = h? + (%a)2 = h? + ta.

Nastepnie stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkagtow KCL, KEM, MGL
i jednoczesnie podstawiamy otrzymane wcze$niej wyniki. Mamy:

W AKCL:

|KL|> = |[KC|* + |CL|?
2a?+ L1h* =144

W AKEM:

|[KM|* = |[EM|* + |KE|®
h? 4+ 5a® = 288

W AMGL:

[LM|* = |[KLJ?

a2+ $h? =144
Otrzymujemy uktad rownan:

2a® + th? =144
h* + a* = 288

Rozwigzujac ukiad, otrzymujemy

202+ $h? =144 -4
h? + La? = 288

5a2 4+ h? = 576
h? + La? = 288

4,50 = 288
a® = 64
Stad: a = 8 oraz h = 16.

Obliczamy pole powierzchni catkowitej graniastostupa:
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P,. = 2a*> +4ah =2-64+4-8-16 = 640.
Przyktad 4

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym ABC DEFG H przedstawionym na
ponizszym rysunku o krawedzi podstawy dlugosci 6 poprowadzono plaszczyzne
przechodzacg przez przekatng dolnej podstawy i wierzchotek gornej podstawy.
Plaszczyzna ta wyznaczyta przekroj graniastostupa, ktory jest trojkatem
rownoramiennym. Wiedzac, ze na tym trojkacie mozna opisa¢ okrag o promieniu 5v/2
obliczymy pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

\

Rozwiazanie:
Przyjmijmy oznaczenia |HC| = |AH| = d oraz <AHC = q.
Z tresci zadania mamy |AB| = |BC| = 6, stad przekatna podstawy |AC| = 6v/2.

Z twierdzenia sinusow dla trojkata AC H mamy:

6V2_ _ 5/2, zatem 23— = 5, stad sina = 0, 6.

2sin «

Korzystajgc z jedynki trygonometrycznej mozemy wyliczy¢ wartos¢ funkcji cosinus kata o
. Mamy

cosa = \/1—sin2a:\/1—0,36:0,8.

Zastosujemy twierdzenie cosinusow do trojkgta AC'H. Mamy
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(6\/§)Q=d2—|—d2—2-d-d-cosa,

72 =2d* — 1,6d* = 0, 4d?,

d* = 180,

d = 6/5.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata ABE otrzymujemy: h = /180 — 36 = 12.
Mozemy obliczy¢ pole powierzchni calkowitej graniastostupa

P.=2a>+4ah =2-36+4-6-12 = 360.

Przyktad 5

Z n jednakowych sze$cianow zbudowano graniastostup prawidlowy czworokatny
ABCDEFGH.

Przekatna tego graniastostupa o dtugosci 9 tworzy z przekatng szescianu
ABCDA’B’C’D’ kat, ktérego cosinus jest rowny %. Obliczymy, z ilu sze$cianow
zbudowany jest graniastostup oraz jakie jest jego pole powierzchni catkowite;.

Rozwigzanie:

Z tresci zadania mamy |AG| = d = 9 oraz cos § = %
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Wprowadzmy oznaczenia: <C’AC = «, |AE| = |BF| = |CG| = |DH|=h=n"a,
|CC’| = a oraz przekatna AC” szeécianu o krawedzi a ma dtugosé¢ a+/3. Wynika stad, ze
|C’G| = (n — 1)a oraz |[<GC’A| =90° + a.

Z jedynki trygonometrycznej oraz wzoru redukcyjnego sin(90° 4+ a) = cos«

otrzymujemy:

smp=y/1- 8 =/ =47
aw trojkacie ACC”:

sin(90° + @) = cosa = Zﬁ = @,
. 4 _ 3

sina = —%= = 5.

Zastosujemy twierdzenie sinusow w trojkacie AC’G. Mamy:

9 _ (n=1)a
sin(90°+a) —  sinf °

Podstawiajac wyliczone wczesniej wartosci funkcji trygonometrycznych otrzymujemy:

Zatem |CG| = a + 4+/3. Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata ACG:
\2 2
(a\/2) + (a + 4\/5) =92

Po wykonaniu potegowania oraz redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy rownanie
kwadratowe:

30 + 8v/3a — 33 = 0.
2
Wyréznik rownania wynosi A = (8\/?) —4-.3-(—33) =3-196 = 588.

Otrzymujemy nastepujgce rozwigzania:

_ —11V3
- 73

< 0 (odrzucamy, bo jest ujemne) oraz a = V3.

Zatem (n — 1)v/3 = 4/3, skad wynika, ze n = 5, czyli graniastostup zostat zbudowany z
9 jednakowych szescianow.
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Mozemy wyliczy¢ wysokoé¢ h graniastostupa: h = n - a = 5+/3.

Obliczymy teraz pole powierzchni catkowitej graniastostupa

P, =2ad’+4ah=2-3+4-v3-5v3 = 66.

Stownik
graniastostup prawidtowy czworokatny

graniastostup prosty, ktorego podstawq jest kwadrat

siatka graniastostupa prawidtowego czworokatnego

przedstawienie graniastostupa na ptaszczyznie w taki sposob, aby po wycieciu dato sie
ztozy¢ jego model

twierdzenie sinusow

w dowolnym troéjkacie iloraz dtugosci dowolnego boku i sinusa kata naprzeciw tego boku
jest staly i rowny dtugosci Srednicy okregu opisanego na tym trojkacie

twierdzenie cosinusow

w dowolnym tréjkgcie kwadrat dlugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow
i cosinusa kata zawartego miedzy nimi

twierdzenie Pitagorasa

w dowolnym trojkgcie prostokatnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokgtnej tego trojkata

jedynka trygonometryczna

dla dowolnego kata o zachodzi tozsamos¢

2

sina+cos?a =1




Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone pod animacja.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7Qymog8E

Film nawigzujgcy do treSci materiatu



https://zpe.gov.pl/a/D7Qymog8E

Polecenie 2

Na podstawie informacji zawartych w animacji okresl, czy zdanie jest prawdziwe czy
fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Pole powierzchni bocznej
graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego O O
o przekatnej podstawy
dtugosci d i wysokosci h
wynosi: P, = 2dh/2.

Jesli pole powierzchni
catkowitej graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego o krawedzi O O
podstawy a wynosi P, to
jego wysokos¢ ma dtugosc¢:

_ P-4
h = =".

Suma pdl podstaw
graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego jest rowna O O
kwadratowi przekatnej
podstawy.

Pole powierzchni
catkowitej graniastostupa
prawidtowego

czworokatnego O O
o przekatnej podstawy d
i wysokosci h wynosi

P. = +d* + 2dh/2.

Polecenie 3

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna o dtugosci 2\/5 tworzy
z wysokoscig graniastostupa kat 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny.

Na podstawie danych z rysunku oblicz pole powierzchni catkowitej i zaznacz prawidtowg
odpowiedz.

a)

O P.=24y/5+10
O P, =26v5+30

(O P.=8v5+120



c)

O P, =18 +48V2
() P.=36+48V2

O P.=9+24V2

V=36



() P.=66

Q P. =57
Q P. = 306
Cwiczenie 2

Zaznacz, czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda

Pole powierzchni
catkowitej graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego
o przekatnej 6\/5, O
nachylonej do ptaszczyzny
podstawy pod katem 30°,

jest rowne 81 + 54/6.

KrawedzZ podstawy
graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego O
o wysokosci 6 i polu
powierzchni catkowitej 128
ma dtugosc 4.

Pole powierzchni bocznej
graniastostupa
prawidtowego

czworokatnego o krawedzi
podstawy 3 i przekatnej

5v/2 wynosi 25+/2.

Wysokos¢ graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego o krawedzi
podstawy 5\/5 i polu
powierzchni catkowitej 120

V2

ma dfugos¢ -5-.

Fatsz



Cwiczenie 3

Uzupetnij tabele wiedzac, ze a oznacza dtugos$¢ krawedzi podstawy graniastostupa
prawidtowego czworokatnego, h - dtugosc jego wysokosci, zas P, - pole powierzchni
catkowitej.

a h P,
10 250
5 400
8 264
6 320




Cwiczenie 4

Na ponizszym rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny.

=

Zaznacz wszystkie wzory prawidtowo opisujace zaleznosci w tym graniastostupie, jesli P,
oznacza pole jego podstawy; P, - pole powierzchni bocznej, zas P. - pole powierzchni
catkowitej.

2P2+hP,
0 p- 200

() p= SVRV

(] P.=d%+2V2dh
%
E] Pc — 2Pp + ?p
Cwiczenie 5

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé¢ v/ 66, a jego objetos¢
wynosi 100. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa, wiedzac, ze jego wymiary
(dtugos¢ krawedzi podstawy i wysokosci) sg liczbami naturalnymi.



Cwiczenie 6

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna $ciany bocznej ma dtugosc p
a przekatna podstawy ma dtugos¢ d. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Cwiczenie 7 @

Jaka powinna by¢ dtugos¢ krawedzi podstawy i wysokosci graniastostupa prawidtowego
czworokatnego, ktérego objetosc jest rowna 45 a pole powierzchni catkowitej wynosi 78?
Krawedz podstawy i wysokos$¢ sg liczbami catkowitymi dodatnimi.

Cwiczenie 8 @

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna nachylona jest do ptaszczyzny
podstawy pod takim katem o, ze sin a = 0, 5. Objetos¢ graniastostupa jest réwna 12000.
Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole powierzchni graniastostupa prawidlowego czworokatnego
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolno$ci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony.
Uczen:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
« kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

Cele operacyjne:

Uczen:



» zna pojecie pola powierzchni bocznej, pola powierzchni podstaw oraz pola
powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego;

» wykorzystuje podstawowe wilasnosci graniastostupoéw prostych i prawidtowych do
obliczania jego pola powierzchni catkowitej;

 stosuje funkcje trygonometryczne oraz wtasnosci trojkatéw prostokatnych do
obliczania dlugosci odpowiednich odcinkow w graniastostupie prawidlowym
czworokatnym;

 stosuje twierdzenie sinusow i cosinusow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o metoda tekstu przewodniego;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z tresciami z poprzednich lekcji dotyczacymi graniastostupow
prostych, pochylych i prawidtowych.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartos¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji na temat: ,,Pole powierzchni
graniastostupa prawidtowego czworokatnego”.

Faza realizacyjna:



1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢
z informacjami z sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg material przedstawiony w sekciji ,, Animacja 3D".
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonuja wspolnie polecenia nr 2-3 z sekcji ,Animacja 3D”. Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajgc ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 z sekcji
»Sprawdz sie”. Grupa, ktéra poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje
oceny za aktywno$¢. Rozwigzania sa prezentowane na forum klasy i omawiane krok po
kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dzialu ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
o Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:
Pole powierzchni graniastostupa
Wskazowki metodyczne:

Animacje 3D mozna wykorzystac jako materiatl, stuzgcy powtorzeniu materiatu
o graniastostupach lub jako uzupelnienie materiatu ,Katy miedzy odcinkami
w graniastostupach”
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