Jak znalez¢ wartosc sinusa, gdy dany jest tangens?
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Jak znalez¢ wartosc sinusa, gdy dany jest tangens?

Zrédto: Fezbot2000, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Nazwa tangens pochodzi od tacinskiego stowa tangere i oznacza dotykajacy, styczny.
Prawdopodobnie pierwsze tablice tangensa zostaty podane w IX wieku przez arabskiego
matematyka. W tym materiale, majac dany tangens kata ostrego, wyliczymy sinus tego kata.

Twoje cele

o Wykorzystasz definicje funkcji trygonometrycznych katoéw ostrych do rozwigzywania
zadan.

» Zastosujesz zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata ostrego
do rozwigzania zadan z planimetrii.

e Majac dang warto$¢ funkcji tangens, wyznaczysz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych.




Przeczytaj

W tym materiale wyznaczymy warto$c¢ sinusa kata ostrego, gdy dany jest tangens tego kata.
Pokazemy dwie metody rozwigzywania tego typu problemow. Jeden sposob bedzie opieral
sie na konstrukeciji trojkgta prostokatnego o odpowiednich wlasnosciach, drugi na
zwiazkach algebraicznych miedzy funkcjami trygonometrycznymi.

I metoda: konstrukcyjna

Jesli o jest katem ostrym, to mozemy wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych
tego kata obliczy¢, budujgc trojkat prostokatny, w ktorym stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezacej naprzeciw kata a do drugiej przyprostokatnej jest rowny wartosci
tangensa tego kata.

Zapiszmy réwnanie dla kata ostrego o : tga = k, gdzie k € R,.
Kazdg liczbe k € R, mozemy zapisa¢ w postaci k = %, gdzie q € Z.
Po zapisaniu tg a w postaci

tga =

LS

I

budujemy trojkat, w ktorym przyprostokatna lezgca naprzeciw kata «a jest dlugosci p,
a druga przyprostokatna jest dtugosci gq.

Teraz, korzystajgc z definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego, wyznaczamy
wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych.

C — przeciwprostokatna




Z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy dtugo$¢ przeciwprostokatne;j:
¢ =p°+q°

czyli
c= VT L

Stosujac definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym
otrzymujemy:

p q

sihna = orazcos o = }
\ /p2+q2 \ /p2+q2

Przyktad 1

Wyznaczymy wartosci pozostatych funkciji trygonometrycznych kata ostrego «;, jesli
tga = 4.

Zauwazmy, ze

[

tga =4 =

ZaleznoSc¢ tg o = 4 zachodzi zatem w dowolnym trojkgcie o przyprostokatnych
pozostajagcych w stosunku 4 : 1, w szczegolnosci w trojkacie prostokgtnym

o przyprostokatnych dtugosci 4 i 1. Budujemy wiec trojkat prostokatny

o przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata a dtugosci 4 i drugiej przyprostokatne;
dtugosci 1.

C — przeciwprostokatna

Z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy dtugoS¢ przeciwprostokatne;j:

CQ :42_’_12’




stad

c=vV42+12=v16+1=V1T.
Z definicji funkciji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym:

4 4VIT . 1 _ V1T

iIl = — = = ——1 iy .
sina = —= 17 lcosa= = =

s _ 41T _ V17
Odpowiedz: sina = == icosa = .
Przyktad 2

Wiedzac, ze tga = 2% i o jest katem ostrym, obliczymy wartos$ci sin «c i cos a.

= %, to mozemy przyjac¢, ze dtugosci przyprostokatnych wynosza

BYIN

Poniewaz tga = 2
odpowiednio 81 3.

Budujemy trojkat prostokatny o przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata o o dtugosci 8
i drugiej przyprostokatnej o dtugosci 3.

Z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy dtugosS¢ przeciwprostokgtne;.

c? = 8% + 32, stad

c=+/8+32=+/641+9=1+/T3.

Z definicji funkciji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym

wyznaczamy wartosci sinusa i cosinusa kata a:
8 8VT3 . 3 _ 3VT
- T

Sina = —— = =%~ icosa =
V73 73 VT3



D _ 873 . _ 373
| OdpowiedzZ: sina = === icosa = —z=.

II metoda: wykorzystanie zwigzkéw miedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego kata

W tej metodzie, korzystajac ze zwigzkow pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata ostrego:

sina 2

tga = oo isin?a + cos’a =1,

pokazemy, jak mozna wyznaczy¢ wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych, gdy
dany jest tangens kata a w trojkacie prostokgtnym kata a.

sina.
cosa’?

otrzymujemy tg o = zggg kicosa # 0.

Przyjmujac tg o = k i stosujgc wzoér tga =
:1)1;3 = k’ WleC sina = k . COS Q.

2

Ponadto sin’ « +cos“a = 1.

Rozwigzujemy uktad rownan z niewiadomymi sin ¢ i cos a.

{sinazk-cosa (1)

sinffa+cos?a=1 (2)

2

Podstawiajac sin « = k - cos @ do rownania sin® o + cos?a = 1, otrzymujemy:

2

(k-cosa)’ +cosPa =1

2

k?.cos’a +cosla=1

(k:2 + 1) cos’a = 1.

2

Zatem cos” a = a poniewaz funkcje trygonometryczne przyjmuja dla katow ostrych

1
k241
tylko wartoSci dodatnie, to:

1
VL

COS O —

Obliczamy teraz wartoS¢ sin «, podstawiajgc cos a =

1
VREH

1 _ _k
VEZ+1 NS

sina=k-cosa==%k-

Jezelitea = k, tosina = —2— oraz cosa = —=—.
g ’ V241 VE2+1

Przyktad 3


javascript:void(0);

Wyznaczymy warto$ci pozostatych funkciji trygonometrycznych kata ostrego a;, jesli
tga = 2.

SlIl a

Jako, ze tg a = 2, wiec wykorzystujac wzor tga = o,

otrzymujemy, ze 552 — 2 stad:

COos
sina = 2 - cos a.

Rozwigzujemy ukiad rownan z niewiadomymi sin a i cos «
sina = 2-cosa
sin? o 4 cos?a = 1

Podstawiajgc sin & = 2 - cos a do réwnania sin® a + cos?

2 2

a = 1, otrzymujemy:

a = 11 ostatecznie: cos? o = +

2 .
(2-cosa)” + cos®a =1, codaje: 5 - cos =

Rozwigzaniem réwnania cos” a = + sgliczby:y/ = lub —4/ =.

Funkcje trygonometryczne przyjmujg dla katow ostrych tylko wartosci dodatnie, zatem:

_ 1v5 _ 5
COSOé—\/> \/5\/_ 5

Obliczong wartos¢ cos a podstawiamy do réwnania sina = 2 - cos a i otrzymujemy:

sina =2-cosa = %
Odpowiedz: sina = 27‘/5 icosa = @

Przyktad 4

Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego a wiedzac, ze
3

tga =

4-cosa
— __ sina sina __ 3
Skoro tga = m, to korzystajgc ze wzoru tga = — ==, mamy o = .
. : 2 i, Sina 3
Mnozymy obie strony rownania < —=- = 4——— przez cos a, przy czym cos o # 0.

sin _ 3
cos & cosa = 4-cosa

- COS &
Po skroceniu otrzymujemy: sin o = %

Cosinus kata a w trojkgcie prostokatnym kata a wyliczymy z zaleznoSci:
cos’a =1 —sin’a.

Podstawiajac sina = %, otrzymujemy:

coszazl—(%)Qzl—l%zl—%.


javascript:void(0);

V7

2 = L sg dwie liczby 4 lub —-.

Rozwigzaniem réwnania cos

Funkcje trygonometryczne przyjmuja dla kagtow ostrych tylko wartosci dodatnie, wigec

i : i i 3 347 3v/7
cosa = -, natomiast tga = 2 == = ﬁ == FF=
4
Przyktad 5

Wyznaczymy sinus kata a w trojkgcie prostokatnym kata ostego o, jesli tg o = V5.

Skoro tg o = /B, to: S2& = /5 zatem: cosa = L&

cos o V5
Podstawiamy cos o = % do réwnania sin® a + cos? a = 1 i otrzymujemy:
2 ina )’ 6 2 2 5
sin® a + (Si%)‘) =1, codaje: ¢ - sin” a = 11 ostatecznie: sin” o = 4.

. . , ... 2 5§ . . 5 5
Rozwigzaniem rownania sin” o = ¥ s liczby:y/ ¢ lub —\/; .

Funkcje trygonometryczne przyjmujq dla katow ostrych tylko wartosci dodatnie, zatem

iy — /5 V56 V30
sma—\/;— N

Odpowiedz: sina =

o[
o

Stownik

sinus kata o w trojkacie prostokatnym

stosunek dtugosci przyprostokatnej a przeciwlegtej do kata a do przeciwprostokatnejc
cosinus kata o w tréjkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnej b przylegtej do kata o do przeciwprostokatnejc
tangens kata a w tréjkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnej a przeciwleglej do kata o do przyprostokatne;j b
przylegtej do kata o
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Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca sposéb wyznania wartosci sinusa, gdy znany jest

tangens. Rozwiagz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2gJ8uKIM

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej sinusow.

Polecenie 2

Wiedzac, ze tga = 9 i a jest katem ostrym, oblicz wartosci sin av i cos a.

Polecenie 3

Wiedzac, zetga = %sin a i a jest katem ostrym, wyznacz wartosci funkgji

trygonometrycznych kata ostrego a.



https://zpe.gov.pl/a/D2gJ8uKlM

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Sinus kata ostrego, ktorego tangens wynosi @ ma wartosé:
3
14

O 0 ©
5

V5
O 1w
Cwiczenie 2 ®

Dopasuj wartos¢ tangensa kata ostrego a do odpowiadajacej mu wartosci sinusa lub cosinusa
tego kata.

tga = /2 cosazg
tga = + cosazg
tga =3 sinoz:?’l—\/(;l_0
tgazzT\/5 sinazlio2



Cwiczenie 3 @

Wiadomo, ze tangens kata ostrego o jest rowny % Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

; — 5
(] sina= 3

: 4
(] sina+cosa=1g

: _ 1
(] sina —cosa = 5

5
(] cosa= g5

Cwiczenie 4

Dla katéw ostrych a i § wiadomo, ze tg o = 1% itgB = %. Uporzadkuj wartosci ponizszych
funkcji trygonometrycznych w kolejnosci rosnace;j.

cos 8 =
Cos =
sin o =
sin 3 =



Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wiadomo, ze tg a = 4% oraza € (0°, 907). Wtedy:

. 40V97 907
sSino — 97 I COS O — 97

i S — 40
sina = gy icosa = 5

i — 40 ; — 9
sina = 7 icosa = 3

o O O

. _ 9V9T7 . _ 4097
Q SIn o — T I COSOx = o7

Cwiczenie 6
Wiadomo, ze tangens kata ostrego a jest rowny 1%. Woybierz wszystkie zdania prawdziwe.

. 1
siIno + cosa = 8—;’

_ 6V85
CoOsQ = ~ge—

sina = - - cosa

O o O

(=

. _ 6v85
[ sino = &%

Cwiczenie 7 @
Wiadomo, ze tga = m oraza € (O°, 90°). Ocen czy ponizsze rownosci sg prawdziwe
czy fatszywe.

Réwnos¢ Prawda Fatsz

cosa = o= O O
sinaz% O O
sina-cosazG;—g O O



Cwiczenie 8 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dla kata ostrego a wiadomo, ze tg a = 177 - sin . Wtedy:

_ 17

() sina=

—_
~1|°

() cosa =4l

. _ 4V13
O sina = 4B



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak znalez¢ wartoS$¢ sinusa, gdy znany jest tangens
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,

o

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45° 1 60°;

2

sin

, )
4) korzysta ze wzorow sin” a + cos cos o -

a=1tga =

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» konstruuje trojkat prostokatny, znajac tangens (sinus lub cosinus) jednego kata

 oblicza wartosci funkcji trygonometrycznych, majac dang warto$¢ jednejz nich

» przeksztalca wyrazenia stosujgc definicje funkcji trygonometrycznych oraz zwigzki
miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzacg do ich
rozwigzania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



« konektywizm
Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny
e burza mozgow
e pokaz multimedialny

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
o e—podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podajg definicje funkciji trygonometrycznych kata ostrego (zapisuja je na
tablicy).

2. Uczniowie podaja zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi (zapisujq je na
tablicy).

3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 3-osobowe.

2. Uczniowie w grupach analizujg metode oparta na zastosowaniu definicji funkcii
trygonometrycznych do skonstruowanego trojkagta prostokgtnego zawartg w sekcji
LPrzeczytaj.

3. Uczniowie przedyskutowujg na forum catej klasy rozwigzania przykladow
rozwigzanych I metodg zawartych w sekcji ,,Przeczytaj”

4. Uczniowie w grupach analizuja metode opartg na wykorzystaniu zwigzkoéw miedzy
funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata zawartg w sekcji ,,Przeczytaj.

5. Uczniowie przedyskutowujg na forum catej klasy rozwigzania przykladow
rozwigzanych drugg metoda zawartych w sekcji ,,Przeczytaj”

6. Nauczyciel prezentuje animacje z metodami rozwiazywania zadan.

7. Uczniowie samodzielnie rozwigzuja wybrang przez siebie metodg zadania znajdujace
sie pod animacjg - poréwnujg swoje rozwigzania z rozwigzaniem znajdujacym sie



w odpowiedzi.
8. Uczniowie indywidualnie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne.
9. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego - Przyklady
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego - Zadania. CzgS¢ 1

Wskazowki metodyczne:

Materialy zawarte w animacji uczniowie moga wykorzysta¢ w przygotowaniu sie do lekciji.
Umozliwi im to wystagpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/przyklady/DbbS0G5oP
https://epodreczniki.pl/a/zadania-czesc-i/Db8v6hpiM

