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Zrédto: Gordon Johnson, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Tales z Miletu (VII lub VI w. p. n. e.) jest powszechnie uznawany za pierwszego filozofa
i matematyka cywilizacji zachodniej oraz za inicjatora badan nad przyrodg jako nauki.
Postrzega sie go jako pierwszego filozofa gléwnie dlatego, ze zainicjowat wyjasnianie
rzeczywistosci przez odwotywanie sie¢ do natury i rozumu bardziej niz do mitologii

i tradycji. Wedtug legendy Tales wyznaczyt wysokos¢ piramidy w Egipcie na podstawie
dlugosci cienia rzuconego przez kij, czym wprawil w zdumienie kaptanow. Tales
wykorzystat zaleznos$¢, ktora dzi§ nazywamy twierdzeniem Talesa. ZaleznoSc¢ ta opisuje
proporcje dlugosci odcinkow, jakie powstaty na ramionach kata przecigetego dwiema
rownoleglymi prostymi. Twierdzenie Talesa jest jednym z najwazniejszych twierdzen
geometrii. Najstarszy zachowany dowod zamieszczony jest w VI ksiedze Elementow
Euklidesa (VI w. p. n. e.). W tym miejscu nalezy zada¢ pytanie dlaczego uczac si¢ w szkole
o twierdzeniu Talesa tak czesto pomija si¢ ten piekny dowod Euklidesa, ktory przeciez
odwoluje sie tylko do dobrze znanego pojecia pola trojkgta. W tym materiale poznasz
twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.
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Tales z Miletu

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Twoje cele

» Sformutujesz twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.
» Poznasz wlasno$¢ odcinka taczgcego srodki ramion w trojkacie.
» Zastosujesz poznane fakty i twierdzenia do rozwigzywania problemow

geometrycznych.



Przeczytaj

Twierdzenie: Talesa wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego

Rozne proste AC i BD przecinaja sie¢ w punkcie P, przy czym spelniony jest jeden
z warunkow:

1. punkt A lezy wewnatrz odcinka PC oraz punkt B lezy wewnatrz odcinka PD
lub
2. punkt A lezy na zewnatrz odcinka PC oraz punkt B lezy na zewnatrz odcinka PD.

Wowczas proste AB i C'D sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy




Ostatnig rowno$¢ mozna zapisa¢ rownowaznie:

|PA|  |AC|] _ |PC]
|PB| — |BD| — |PD|"

Uwaga!

Powotujgc si¢ na twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa nalezy uwzgledni¢
konfiguracje punktow na prostych (lub na ramionach kata). Latwo bowiem mozemy uzyskac
twierdzenie, ktore przy braku dodatkowych zatozen jest nieprawdziwe, co obrazuje
nastepujacy przyktad.

Przyktad 1

Niech ramiona kata o wierzchotku P przeciete s3 dwiema prostymi AB i CD, przy czym
punkty A, C' naleza do jednego ramienia kata, punkty B, D do drugiego.

Jesli zachodzi: % = %, to proste ABi C'D nie muszg by¢ réwnolegte.

Sporzadzimy rysunek obrazujacy, ze przy poprawnych zatozeniach proste ABi C'D nie

sa rownolegte.

Rozwigzanie
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Uwaga!
Aby unikna¢ podobnych problemoéw, nalezy uzupeini¢ o informacje o uporzagdkowaniu
punktow.

Na przykiad punkt A lezy miedzy punktami P, C'; natomiast punkt B lezy miedzy punktami
P, D. W przypadku, gdy powotujemy sie na proporcje odcinkow powstatych na ramionach
kata mozna unikng¢ tych zatozen, gdy podaje si¢ proporcje odcinkéw o jednym z koncow
w wierzchotku tego kata.

Linia Srodkowa w tréjkacie i w trapezie

Przyktad 2

Punkty K i L s3 odpowiednio §rodkami bokow AC' i BC trojkata ABC. Udowodnimy, ze
proste KL i AB sg rownolegte.

Rozwigzanie
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Zauwazmy, Z€ 1ear = Top; = 3 Wi€C namocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia

Talesa proste KL i AB sa rownolegle.

Powyzszy fakt nazywany jest rowniez twierdzeniem o odcinku taczacym Ssrodki ramion
w trojkacie, a odcinek KL linig srodkowg w trojkacie.

Ponadto dtugosc¢ odcinka K L jest rowna potowie dlugosci podstawy AB.
Przyktad 3

Wykazemy, ze w trapezie niebedgcym rownolegtobokiem odcinek tgczgcy Srodki ramion
trapezu jest rownolegty do jego podstaw.

Rozwigzanie

Niech ABi CD to podstawy trapezu. Srodki ramion AD, BC oraz przekatnej AC
oznaczmy odpowiednio K, L, M, tak jak na rysunku.
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A B

Powolujgc si¢ na twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa lub na twierdzenie

o odcinku fgczacym Srodki ramion w trojkacie, otrzymujemy, ze prosta KM jest
rownolegta do prostej DC' i prosta M L jest rownolegla do prostej AB. Z faktu, ze proste
ABi CD saréwnolegte wynika, ze proste KM oraz ML tez sg rownoleglte. Poniewaz
majg one punkt wspolny - M, to punkty K, M, L leza na jednej prostej, rownolegltejdo
podstaw trapezu. Odcinek K L nazywany jest linig srodkowg w trapezie.

Przyktad 4

Wykazemy, ze srodki bokéw dowolnego czworokata ABC'D sa wierzchotkami
rownolegtoboku.

Rozwigzanie

D
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Ten piekny fakt wynika bezposrednio z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
lub z twierdzenia o odcinku t3czgcym Srodki ramion w tréjkgcie. Nazwijmy srodki bokow
AB, BC,CD, DA odpowiednio K, L, M, N. Na podstawie powyzszych obserwacji
stwierdzamy, ze prosta K L oraz prosta M N s3a rownolegle do przekatnej AC.
Analogicznie prosta KN oraz prosta LM s3 rownolegte do przekatnej BD.

Rownoleglosci te potwierdzajg teze powyzszego twierdzenia.

Warto doda¢, ze powyzszy fakt jest prawdziwy rowniez gdy czworokat ABC'D nie jest
wypukly. Jezeli w zalozeniach zadaniach dodamy wypuklto$¢, to okazuje sig, ze pole
powstatego rownolegloboku jest rowne polowie pola wyjsciowego czworokata.

Przyktad 5

Sprawdzimy, czy wsrod prostych k, [, m, n sa proste rownolegte.

Rozwigzanie

o
2

. . , . . > 1,5 cs . .
Sprawdzimy, czy k i [ s rownolegle, tj. czy zachodzi rownos¢ 15 = 5. Oczywiscie nie,

wiec proste kil nie sg rownolegle.

’
Sprawdzimy, czy k i m sg rownolegle, tj. czy zachodzi rownos¢ 1—25 =1 Oczywiscie

nie, wiec proste ki m nie sg rownolegte.

2

6
. . , . . .. 2 1 25t
Sprawdzimy, czy k i n sa rownolegle, tj. czy zachodzi rownos¢ 1% =

5 45
1+2+3%

. Upros¢my

2,5+% 7 4
prawg strone: P = ———% = i = 3, wigc proste kin sg rownolegle.
7 56




”
: : . . - q20 35 1
Sprawdzimy, czy proste [ i m sa rownolegle, tj. czy zachodzi rownos¢ 25 = T

Oczywiscie tak, wiec proste [ i m sa rownolegte.

Stownik
kat

kat to obszar powstaly z rozciecia plaszczyzny przez sume dwoch roznych potprostych
o wspolnym poczatku, wraz z tymi potprostymi; potproste nazywane sa ramionami kata,
wspolny poczatek potprostych nazywany jest wierzchotkiem kata

linia Srodkowa w tréjkacie
linia Srodkowa w trojkacie to odcinek Igczacy srodki pewnych dwoch bokow tréjkata

linia Srodkowa w trapezie

linia Srodkowa w trapezie to odcinek tgczacy srodki ramion trapezu



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznajac sie z galerig zdje¢ interaktywnych, sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzywacé
zamieszczone tam zadania, a dopiero nastepnie poréwnaj rozwigzania.

Polecenie 2

Przekatne czworokata ABC D przecinajg sie pod katem prostym. Ich dtugosci to odpowiednio

|AC| = 101i |BD| = 20. Oblicz pole czworokata, ktérego wierzchotkami sa Srodki bokéw
czworokata ABCD.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Na bokach BC'i CD wybrano taki punkty M i N, ze BM| _ |AN]

|MC| INDI*

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() Prosta M N jest réwnolegta do CD.

Gdyby proste AB i C'D byty réwnolegte, to prosta M N bytaby réwnolegta do AB
O ido CD.

() Prosta M N jest réwnolegta do AB.

() Prosta AB jest rownolegta do CD.




Cwiczenie 2 @)

W czworokacie ABCD punkt K jest srodkiem boku AD,
M - $rodkiem przekatnej AC, N - $rodkiem przekatnej BD,
L - $rodkiem boku BC'. Wskaz zdania prawdziwe.

(] Proste MN i KL saréwnolegte.

(] Gdy AB || CD to punkty K, M, N, L leza na jednej prostej.
(] Punkty K, M, N leza na jednej prostej.

(] Proste KM i NL saréwnolegte.

(] Odcinek KN jest réwnolegty do odcinka AB.

Cwiczenie 3 ©)

Dany jest czworokat wypukty ABCD. Punkty K i L s3 odpowiednio $srodkami bokéw AD i
BC (rysunek). Udowodnij, ze |[KL| < 1 (]ABJ| + |CD]).

D




Cwiczenie 4

Przekatne AC' i BD czworokata ABC'D przecinaja sie w punkcie P. Na odcinku AP
zaznaczono punkt E, natomiast na odcinku BD punkt F'. Znajac dtugosci odcinkdw:
|AE| =3, |EP| =2, |PC| = 1oraz|BF| = 6, |FP| = 4, |PD| = 2 dopasuj proporcje
odcinkdéw powstatych na przekatnych do rownolegtosci odpowiednich prostych.

1_2 AB| CD
7=% CD || EF
3=% EF | AB

Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze Srodkowe w tréjkacie przecinaja sie w jednym punkcie i ze dzieli on kazda z nich
w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka.




Cwiczenie 6

Dany jest czworokat wypukty ABC D, ktérego przekatne przecinajg sie w punkcie P. Na
przekatnej AC' dane s3 jeszcze dwa punkty Q) i R, dzielace ja wraz z punktem P na cztery
rowne czesci, tzn. |AP| = |PQ| = |QR| = |RC/|. Na przekatnej DB dane s3 jeszcze punkty
Si T, ktore wraz z P dziela ja na cztery réwne czesci, tzn. |[DP| = |PS| = |ST| = |T B|
(rysunek). Oblicz stosunek pdl czworokatéw TRQ.S i ABCD.




Cwiczenie 7 @

W pieciokacie gwiazdzistym ABCDE zachodza réwnosci |AQ| = |QC|, |BR| = |RD
|CR| = |RE|i|DS| = |SA| (rysunek). Uzasadnij, ze odcinki BP, PT, T E maja réwna
dtugosc.

K

Przeanalizuj i uzupetnij tekst, aby prowadzit do poprawnego dowodu.

Zauwazmy, ze odcinki BD i C'E przecinaja sie w potowie wiec czworokat BCDE jest

Ponadto odcineki ;jest linig Srodkowa w trojkacie AC'D. Jest wiec
| do odcinka CD oraz Eijego dtugosc¢ to potowa C'D jak i odcinka BE.
Z tego wynika, ze odcinek Q) S jest tez w trojkacie To oznacza, ze
B T : B e . BQl _ |BP| 1
|BQ\—\QR| oraz; . Z podobienstwa trojkatow wynika, ze 1000 = 1pc] = 3 0raz
ze| ‘azatem |BP| = |TE| = |PT| = | BE| co nalezato udowodnic.
ES ET 1 . . .
ﬁ = ||C—D‘| = ‘ rownolegtobokiem ’ ‘ RBE ’ ‘ réownolegty ’ ‘ QS ’ ‘ |ES| = |SR| ’

linig sSrodkowa ’ ‘ BE




Cwiczenie 8 @

Srodki bokéw AB i CD oraz BC i DE pieciokata wypuktego ABC DE potaczono odcinkami
PRi 5@, ktérych srodki rowniez potagczono odcinkiem UT (rysunek). Udowodnij, ze odcinek
ten jest réwnolegty do boku AFE i rowny % |AE)|.




Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznejkata oraz
o kacie miedzy styczng a cigciwg;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» formutuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa,
» opisuje wiasnos¢ odcinka Igczgcego Srodki ramion w trojkacie,
 stosuje poznane fakty i twierdzenia do rozwigzywania problemoéw geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pracaz ekspertem;

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Przed lekcja nauczyciel wytania wérod ucznidéw czterech ekspertow, ktorzy zapoznaja sie
z materiatem zawartym w sekciji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

» Nauczyciel przedstawia uczniom temat lekciji i jej cele, wspolnie ustalajg kryteria
sukcesu.
» Uczniowie przypominajg twierdzenie Talesa.

Faza realizacyjna:

» Nalekcji uczniowie pracujg w grupach pod kierunkiem ekspertoéw. Nauczyciel dzieli
uczniow na 4 grupy, eksperci proponuja grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow shuza pomoca, wyjasniajg niezrozumiate elementy.

» Nauczyciel przedstawia uczniom Galeri¢ zdje¢ interaktywnych. Uczniowie pracuja
indywidualnie, probuja samodzielnie rozwigzywac zadania z sekcji Przeczytaj. Po
zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego
niezrozumieniem.

» Uczniowie w parach rozwigzujg zadnia umieszczone pod Galerig zdje¢
interaktywnych.

e Uczniowie wykonuja w parach ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢” nr 4-8.

Faza podsumowujaca:

i

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
» Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sie jak ..."

Praca domowa:



» Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz si¢” nr 1-3.
Materialy pomocnicze:

» Twierdzenie Talesa
Wskazowki metodyczne:

Galerie zdje¢ interaktywnych mozna potraktowac jako zadania dotyczace podobienstwa
trojkatow.
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