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Zrédto: this is engineering Raeng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wiesz juz, ze pole trojkata o dwoch bokach diugosci a oraz b i kacie ostrym o pomiedzy
tymi bokami jest rowne:

P = %absina

Znasz pojecie sinusa kata ostrego, wiec
umiesz stosowac powyzszy wzor, gdy kat o
ma nie wiecejniz 90°. Sprébujmy zatem
zdefiniowac¢ sinus kata rozwartego 3, aby
takze w tym wypadku stuszny byl wzor:

P = %absinﬁ B

Twoje cele
e Obliczysz sinus, cosinus i tangens kata rozwartego.

» Poznasz zalezno$ci miedzy warto$ciami funkcji trygonometrycznych katow
przylegtych.

» Wyznaczysz kat o zadanym sinusie, cosinusie lub tangensie.






Przeczytaj

Przypomnijmy definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata.

YA sina = %,
P = (CU, y)
cosa = =,
r tga:%,gdyx%o,
Yy
m gdzie r = \/z% + y? > 0 jest promieniem
» wodzacym punktu P.
x 0 X
Przyktad 1

Pokazemy, jak wykorzysta¢ trojkat prostokatny o katach 30° i 60° do obliczania warto$ci
funkcji trygonometrycznych kata 150°.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze krotsza przyprostokatna ma dtugos¢ 1, wtedy pozostate boki maja dtugosci
2 i v/3. Umiescimy ten trojkat w uktadzie wspotrzednych jak na rysunku.

YA

P =(—V3,1)

150°

o

0
/5 X

Punkt P ma wspotrzedne (—\/ 3, 1) , stad wartosci funkciji trygonometrycznych kata

150° sa réwne:

sin150° = 1,



cos 150° = —@,

5

o 1 .
tg150° = —L= =

Zauwazmy, ze:

sin 150° = sin30°
cos 150" = —cos 30°
tg150° = —tg30°

Uogolniajac powyzszg metode mozna wykazac, ze dla kazdego kata, ktorego koncowe
rame znajduje si¢ w drugiej ¢cwiartce uktadu wspotrzednych prawdziwe sa rownosci:

sin (180° — o) = sin«
cos (180° — a) = — cos
tg (180" —a) = —tga.
Powyzsze rowno$ci mozna tez zapisa¢ stownie.

Jesli ai B sa katami przyleglymi to: sinusy katow przyleglych majg rowne miary:
sin o = sin 3, cosinusy i tangensy katow przyleglych sg liczbami przeciwnymi:
cosa = —cos B, tga = —tgS.

Twierdzenie: Wzoér na pole tréjkata

Pole trojkata o bokach a oraz b i kacie a zawartym miedzy nimi jest rowne:
P = %ab sin .

Dowaéd

Rozwazmy dwa tréjkaty o bokach a i b oraz katach przyleglych a i 3 jak na rysunku.

Zauwazmy, ze pola tych trojkatow sg rowne,

poniewaz podstawy i wysokosci obu

trojkatow sa rowne oraz wspolna wysokosc

wyraza si¢ wzorem h = b - sin a. Y

Stad pole niebieskiego trojkgta wynosi

P:%-a-h:%-a-b-sina. B/«
a a

Poniewaz sin 8 = sina, boa = 180" — 3, to
pole tréjkata rozwartokgtnego wyraza sie wzorem P = %ah = %ab -sina = %ab - sin f3.



Zauwazmy, ze jezelia = = 90", tosina = sin 8 = 1, wiec pole trojkata prostokgtnego
jest rowne P = % ca-b-1= % ca-b-sina.

Wykazali$my, ze pole kazdego trojkata jest rowne potowie iloczynu bokow trojkata oraz
sinusa kata zwartego miedzy nimi.

Twierdzenie: Jedynka trygonometryczna
Dla dowolnego kata 0 < 8 < 180° zachodzi rownos¢:
sin? B+ cos’ B =1
Dowadd
Jesli 3 jest katem ostrym, to twierdzenie wynika bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa.
Jedli B =90°, tosin® B+ cos®? S =sin?90° 4+ cos>90° =1+ 0 = 1.

Jesli natomiast S jest katem rozwartym, to niech a bedzie katem ostrym do niego
przylegtym. Wtedy:

2

sin? B+ cos? B = (sina)’ + (— cosa)? = sin® a + cos®> o = 1.

Przyktad 2

Obliczymy sin 120° i cos 120°.

Rozwigzanie

Jesli B = 120", to kat do niego przylegly ma

miar¢ o = 60°, zatem otrzymujemy:

sin120° = sin 60° = 2, F0o\ 190°
cos120° = —cos60° = —+.

Przyktad 3

Wyrazimy warto$ci funkcji sin 137° i cos 137" za pomoca odpowiednich warto$ci funkciji
kata ostrego.

Rozwigzanie
Jesli B = 1377, to kat do niego przylegly o = 43" i mamy:
sin137° = sin43°,cos137° = — cos43°.

Przyktad 4



Znajdziemy kat wypukly 3, ktérego cosinus jest rowny — @
Rozwigzanie

Kat 8 musi by¢ rozwarty, bo jego cosinus jest ujemny. Zgodnie z definicjg cosinusa kata
rozwartego:

cos f = —cosq,

gdzie a to kat przylegly do B . Poszukajmy wiec takiego kata ostrego «, ze:

cosa = @

Takim katem jest @« = 30°. Stad poszukiwany kat 3 jest rowny 150°.

Przyktad 5

Wyznaczymy pole trojkata o bokach a = 6, b = 4 oraz kacie miedzy nimi 5 = 135°.

Rozwigzanie

Kat ostry przylegly do S jest rowny o = 45°, wiec:

P= Llabsinf = Llabsina =1 -6-4-sin45° = 12. Y2 = 61/2
Tangens kata

Dla dowolnego kata wypuktego roznego od kata prostego zachodzi tozsamos¢:

sin
cosa *

tg a =
Wazne!

Dla kata prostego tangens nie jest okreslony, gdyz nie wolno dzieli¢ przez zero
(cos90° = 0).

Jesli B jest katem rozwartym przyleglym do kata ostrego «; to:

tg f= S0 — sina_ _ _ g4

cosfS T —cosa

Tangens kata rozwartego jest zatem rowny liczbie przeciwnejdo tangensa kata ostrego
do niego przylegtego. W zwigzku z tym tangens dowolnego kata rozwartego jest liczbg
ujemna.

Przyktad 6

Obliczymy tangens kata § = 120°.
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Rozwigzanie

Kat ostry przylegly do 8 ma miar¢ oo = 60°, wiec:
tg 120° = — tg 60° = —+/3.

Przyktad 7

Znajdziemy kat wypukly j taki, ze:

tg f=—1

Rozwigzanie

Poniewaz tangens jest ujemny, wigc kat wypukly 8 musi by¢ rozwarty. Poszukajmy
najpierw kata ostrego a przylegtego do 5. Wtedy:

tga=—tgp=1

Stad a = 45°. Azatem B = 180" —a = 180" — 45" =135".

Stownik

katy przylegte

katy, ktore majg wspolne ramie i tworzg razem kat potpelny
kat rozwarty

ma miare wieksza niz 90° i mniejszg niz 180°

kat wypukty

ma miare wieksza niz 0° i mniejszg lub rowng 180°. Katy: ostry, prosty, rozwarty
i potpelny sg katami wypuktymi
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Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza infografika, a nastepnie rozwigz zadania.

Polecenie 2

Oblicz cosinus kata rozwartego «, wiedzac, ze sinus kata do niego przylegtego jest rowny %

Polecenie 3

1
3

Oblicz tangens kata rozwartego [, wiedzac, ze kat « jest do niego przylegty i sina =

Polecenie 4

Narysuj tréjkat, w ktorym tangens jednego z katow jest rowny —3.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Zaznacz prawidtowg odpowiedz. Sinus kata o mierze 135° jest rowny:
—3V2
_1
2

V2

po|—

O
O
O
O 3

Cwiczenie 2

Wstaw prawidtowg rownosc.

______________

‘ cosa = sin(180° — ) ’ ‘ cosa = sina ’ ‘ cosa = cos(180° — a) ’

‘ sina = sin(180° — ) |




Cwiczenie 3

Na rysunku ponizej niebieski trojkat jest tréjkatem réwnobocznym o bokach dtugosci 8.
Woéwczas pole fioletowego trojkata rownoramiennego jest rowne:

32V/3

64

o O O

1642

O 16V3

Cwiczenie 4

W tréjkacie ABC' kat pomiedzy bokami dtugosci a = 10 oraz b = 7 jest réwny 150°. Obliz
pole tego trojkata.

P =




Cwiczenie 5

Utworz pary funkcji trygonometrycznych o réwnych wartosciach.

sin 147° cos21°

tg 139° cos 180°

sin111° sin 33°

tg 135° — tg41°
Cwiczenie 6
Oblicz sinus kata wypuktego o, wiedzac ze cosa = — %. Wskaz prawidtowa odpowiedz.

O sina = v15

O sina = /3

; — ./ 15

O sina=4/L

; — /5

O sino = 15
Cwiczenie 7

W tréjkacie ABC tangens jednego z katéw jest rowny —\/§. Woynika stad, ze:

jeden z katéw trojkata ABC jest wiekszy od 120°.

jeden z katéw tego tréjkata jest rowny 45°.

trojkat ABC jest ostrokatny.

o O O O

dwa katy w tym tréjkacie sa mniejsze od 60°.



Cwiczenie 8 @

W trojkacie ABC o polu 5+/2 i bokach dtugosci | AB| = 4 oraz |[BC| = 5 kat ABC jest
rowny a. Wynika stad, ze:

O tga=-1
() a=256"
Q sina:ﬁ

2

O cosa = —%



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sinus, cosinus i tangens kata rozwartego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45°,60°;

2

sin

, )
4) korzysta ze wzorow sin” a + cos coso -

a=1tga =
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza sinus, cosinus i tangens kata rozwartego,

e wyjasnia zalezno$ci miedzy wartosciami funkcji trygonometrycznych katow
przylegtych,

» znajduje kat o zadanym sinusie, cosinusie lub tangensie.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e mapa mysli
» ekspert - nauczycielem

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie, pracujac w grupach, tworzg mapy mysli, na ktorych zamieszczaja dotychczas
uzyskane wiadomosci na temat funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym.
W ten sposob przypominajg sobie informacje, ktore wykorzystaja w czasie zajec.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie pracuja w parach, zapoznajgc si¢ z materiatem z sekcji ,Przeczytaj” i infografika.
Przy czym kazda para wybiera sobie tylko jeden przyktad, ktory doktadnie musi
przeanalizowac tak, aby stac¢ sie ekspertem od jego rozwigzania.

Po uplywie wyznaczonego czasu ochotnicy - eksperci (w parach, w ktorych pracowali)
wcielaja sie w role nauczycieli, ktorzy przekazujg zdobytg wiedz¢ innym.

Pozostali uczniowie mogg zadawac pytania, zgtasza¢ watpliwosci, a takze na koniec ocenic
zdolnosci ,nauczycielskie” ekspertow.

Faza podsumowujaca:

Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztalttowane umiejetnosci.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow, ocenia
prace par, na podstawie sugestii klasy.

Praca domowa:



W ramach pracy domowejuczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Materialy pomocnicze:

« Wartosci funkcji trygonometrycznych dla caltkowitych wielokrotnosci kata 90°
o Tozsamosci trygonometryczne
o Wartosci funkeji trygonometrycznych wybranych katow rozwartych

Wskazowki metodyczne:

Infografika moze zosta¢ wykorzystana na lekcji o tozsamos$ciach trygonometrycznych.
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