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Zdarzenia w rzucie kostkami do gry
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Zrédto: Alex Chambers, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Podobno kosci do gry wynaleziono juz

w starozytnosci. Znaleziono je w grobowcach
egipskich i na terenach imperium
rzymskiego. Byty narzedziami hazardu

i wrozb. Poczatkowo funkcje kosci do gry
spelnialy kosci zwierzat hodowlanych, ktore
nie miaty ksztaltu szeScianow, ale miaty
ksztalt zblizony do czworoscianow.
Pasjonowali sie nimi Grecy i Rzymianie.
Rozgrywki hazardowe czesto konczyty sie
utratg majatku przez pechowego gracza.

W Polsce moda na ko$ci nastata

w Sredniowieczu, kiedy to powszechnie
grywano w nie na jarmarkach, w karczmach
i na dworach szlacheckich.

Obecnie gra ta nie jest juz tak popularna, jak
onegdaj, cho¢ w XX wieku pojawito si¢ wiele

De
ALE A

Libri duo .

C.V-Dalen. Jeilp

Paschier Joostens, De Alea, 1642

Zrédto: dostepny w internecie: www.wikipedia.org, domena
publiczna.



nowych rodzajow kosci - nawet o 100 Sciankach.

My niestety nie dysponujemy az tak wymyslnymi egzemplarzami, ale to zupetnie nie
przeszkodzi nam w rozwazaniach na temat zdarzen w doswiadczeniach losowych,
polegajacych na rzucie kostkami do gry.

Twoje cele

e Okreslisz liczbe zdarzen elementarnych w rzucie kostka (kostkami ) do gry.

o Okreslisz liczbe wszystkich mozliwych zdarzen w rzucie kostka.

e Zliczysz zdarzenia sprzyjajace danemu zdarzeniu w doswiadczeniu losowym ,,z
kostkami”.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnienie podstawowych poje¢, ktorych znajomosc¢ jest niezbedna do
zglebiania ponizszych materiatow.

Doswiadczeniem losowym nazywamy taki eksperyment, ktory mozna powtarzac
wielokrotnie w jednakowych (lub bardzo zblizonych warunkach) i ktérego wyniku nie
mozna jednoznacznie przewidziec.

Wrynik takiego doswiadczenia to zdarzenie elementarne. Wszystkie zdarzenia losowe
danego doswiadczenia losowego tworzg przestrzen zdarzen elementarnych (zbior
zdarzen elementarnych), ktory bedziemy oznacza¢ (2, a liczbe jego elementow oznaczymy

€2].
Definicja: Zdarzenie losowe

Kazdy podzbior skonczonego zbioru zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem
losowym (zdarzeniem).

W tym materiale skoncentrujemy sie na okreslaniu mozliwych zdarzen w rzucie kostka do
gry (kostkami do gry).

Bedziemy przyjmowac, ze dana kostka jest symetryczna, czyli szansa wypadniecia kazdej
Scianki jest taka sama.

Przyktad 1

Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie szeScienng kostkg do gry.
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Kazde zdarzenie elementarne w tym doSwiadczeniu mozna opisa¢ nastepujaco: wypadio
n oczek, gdzie n € {1,2,3,4,5,6}.

Zatem
Q= {1,2,3,4,5,6}i \Q\ =6
Przyktad 2

Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry — z6tta i niebieskg. Obliczymy, ile jest
wszystkich zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu.

Za zdarzenie elementarne przyjmujemy kazdg uporzadkowang pare, ktorej elementami sg
odpowiednio wyniki na zolteji na niebieskiej kostce.

e sposébl:

Wykonujemy tabelke, ilustrujacg rzut dwiema kostkami.
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Na podstawie tabelki ustalamy, Ze jest 36 zdarzen elementarnych.
e sposob II:

Zauwazmy, ze na pierwszej kostce moze wypasc 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek (jest zatem 6
roznych mozliwosci), podobnie na drugiej kostce.

Wszystkich zdarzen elementarnych jest wiec

Q] =6-6=36



Przyktad 3

Rzucamy dwukrotnie szeScienng kostkg do gry.

Znajdziemy odpowiednie liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniom:
A - suma liczb wyrzuconych oczek jest liczbg pierwsza,

B -iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest co najmniejrowny 15,

C - liczba oczek, ktora wypadta za pierwszym razem jest wieksza od liczby oczek, ktéra
wypadla za drugim razem.

Sporzadzamy pomocnicza tabelke. W pola tabelki wpisujemy mozliwe do otrzymania
sumy liczb oczek w dwukrotnym rzucie szeScienng kostkg do gry i zaznaczamy zdarzenia
sprzyjajace zdarzeniu A - suma liczb wyrzuconych oczek jest liczbg pierwsza.

ece
ece
-3
Co
N®)

10 | 11 | 12

Odczytujemy z tabelki: |A| = 15.

Sporzadzamy kolejng tabelke, w ktorej pola tym razem wpisujemy mozliwe do uzyskania
iloczyny liczb oczek w dwukrotnym rzucie szeScienng kostka do gry. Zaznaczamy
zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu B - iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest co najmnie;
rowny 15.
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e 6 |12 | 18 | 24 | 30 | 36

Odczytujemy z tabelki: | B| = 13.

Sporzadzamy ponownie tabelke, w pola ktorej wpisujemy wszystkie mozliwe uktady liczb,
jakie moga zajs¢ w dwukrotnym rzucie sze$cienng kostka do gry. Zaznaczamy zdarzenia
sprzyjajace zdarzeniu C' - liczba oczek, ktora wypadla za pierwszym razem jest wieksza
od liczby oczek, ktéra wypadta za drugim razem.
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Z tabelki odczytujemy: |C| = 15.

Przyktad 4




Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie szeScienng kostka do gry.

Wypiszemy zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu: A - w kazdym rzucie wypadta liczba oczek,
bedaca drugg potega liczby naturalne;.

Skorzystamy z interpretacji graficznej doswiadczenia, zaznaczajgc na ,drzewku” tylko
odpowiednie krawedzie. Zauwazmy przy tym, ze potegami liczb naturalnych sg w tym
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przypadku tylko liczby oczek rowne 11 4.
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Odczytujemy z ,,drzewka”
A = {(]‘7 1’ 1)7 (]" 1’ 4)’ (1’ 47 ]‘)7 (]‘74’ 4)’ (47 1’ 1)? (4? 17 4)7 (47 47 1)7 (47 4’ 4)}

Jezeli piszemy o rzucie kilkoma szeSciennymi kostkami do gry, to zaktadamy, ze kostki te
sa rozroznialne.

Zatem doswiadczenia: n krotny rzut kostka i rzut n kostkami, interpretujemy i opisujemy
tak samo. Czyli identyczne s3 zbiory zdarzen elementarnych takich doswiadczen.

Zauwazmy, ze w jednoczesnym rzucie n szeSciennymi kostkami do gry (lub w n rzutach
kostka) liczba zdarzen elementarnych jest rowna 6".

Przyktad 5
Rzucamy piec¢ razy szeScienng kostka do gry. Obliczymy, ile jest

a. zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu losowym,
b. zdarzen sprzyjajacych zdarzeniom:
A - piec¢ razy otrzymamy liczbe oczek rowna 6,



B - tylko w pierwszym i trzecim rzucie otrzymamy liczbe oczek rowna 6,
C - czterokrotnie wyrzucimy liczbe oczek réwng 6.

Rozwigzanie:

a. Aby wyznaczy¢ liczbe zdarzen elementarnych, korzystamy ze wzoru na wariacje

z powtOrzeniami.

Q| = 6° = 7776

. Jest tylko jedna mozliwos$¢, zeby za kazdym razem otrzymac liczbe oczek rownag 6.
Al =1

Zdarzeniu B sprzyja tyle zdarzen elementarnych, ile mozna utworzyc¢
trzyelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru piecioelementowego (za drugim,
czwartym i pigtym razem moze wypasc liczba oczek rézna od 6).

|B| = 5% = 125

Zbior zdarzen sprzyjajacych czterokrotnemu wyrzuceniu liczby oczek rownej szes¢,
mozemy opisa¢ nastepujaco:

¢ ={(n,6,6,6,6),(6,n,6,6,6),...,(6,6,6,6,n)}, gdzien € {1,2,3,4,5}.

Zatem

IC|=5-5=25

Przyktad 6

Rzucamy dwukrotnie kostkg do gry w ksztalcie czworoscianu foremnego, na Sciankach
ktorego zapisane sg liczby 1, 2, 3, 4.

Wynikiem jednego rzutu jest liczba zapisana na $ciance, na ktorej upadta kostka.

Zapisujemy kolejno liczby, ktore wypadaja tak, ze powstajg liczby dwucyfrowe. Cyfra
dziesigtek, to cyfra otrzymana w pierwszym rzucie, cyfra jednosci - w drugim rzucie.




Oznaczmy:

A- zdarzenie polegajgce na otrzymaniu liczby nieparzyste;j,
B - zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby wigkszejod 35,
C - zdarzenie polegajace na utworzeniu liczby podzielnej przez 7.

Okreslamy najpierw zbior zdarzen elementarnych w tabeli.

1121314
L 11213141
2 |12 | 22|32 | 42
3 | 1323|3343
4 114124134 |44

A = {11,13,21,23,31, 33,41, 43}
B = {41,42, 43,44}

C = {14,21,42}

ANB

AUB

BNC

AN B = {41,43}

BN C = {42}

Stownik

zdarzenie losowe

AU B = {11,13,21,23, 31, 33,41, 42, 43, 44}




kazdy podzbior skonczonego zbioru zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem
losowym (zdarzeniem)



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w filmie edukacyjnym, a nastepnie wykonaj

Polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DhE5wGAlo

Film nawigzujacy do treSci materiatu

Polecenie 2

Rzucono dziesiecioma szesciennymi kostkami do gry. Oblicz, ile jest zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu A polegajagcemu na tym, ze wypadty doktadnie dwie jedynki
i doktadnie trzy széstki.



https://zpe.gov.pl/a/DhE5wGA1o

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Rzucamy trzy razy szeScienng kostka do gry. lle jest zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu: suma liczb oczek otrzymanych w drugim i trzecim rzucie jest réwna liczbie oczek
otrzymanej w pierwszym rzucie.

O 14
O 15
O 18

O 12

Cwiczenie 2 @)

Rzucamy dwa razy sze$cienng kostka do gry. Wszystkie zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu: A -
wartos$¢ bezwzgledna réznicy liczb wyrzuconych oczek jest rowna 3 to:

O A= {(471)a(5a2)a(6’3)7(3)6)?(572)}
O A={(41),(5,2),(6,3),(2,5),(3,6),(1,4),(6,4)}
O A= {(471)’(5a2)a(6a3)7(2)5)a(376)7(174)}

Q A= {(4’ 1)’ (5’ 2)’ (6’ 3)}




Cwiczenie 3 @

Rzucamy zielong i czarng sze$cienng kostka do gry.

Tworzymy ilorazy, ktérych dzielng jest liczba oczek, ktéra wypadta na zielonej kostce,

a dzielnikiem liczba oczek, ktéra wypadta na czarnej kostce.

Uzupetnij tabelke powstatych ilorazéw. Wpisz odpowiednie liczby tylko w pola, na ktérych
ilorazy bedg liczbami naturalnymi.

czarna\zielona 1 2 3 4 5 6

L Il il Il
2 - [:::] ]
|

4 - - -

]
]

Cwiczenie 4

Rzucono szescienng kostka do gry. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze
wypadta liczba oczek, bedaca liczbg pierwsza, B niech bedzie zdarzeniem polegajacym na tym,
ze liczba oczek, ktére wypadty jest liczbg ztozona.

Zaznacz, ktéra rownosc jest prawdziwa, a ktéra fatszywa.

Zdanie Prawda Fatsz
A =B O O
AUB=9Q O O
ANB=10 O O



Cwiczenie 5

Niech €2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnym w dos$wiadczeniu polegajagcym na
dwukrotnym rzucie sze$cienng kostka do gry. Zdarzenia A, B, C, D sa podzbiorami zbioru §2.
Dopasuj zdarzenie z jego przyktadowym opisem.

Liczba oczek wyrzucona za pierwszym

A= {(3,6),(4,5), (5,4), (6,3)} razem jest ddv;/lfglérr:tgi:evr:/]ieksza niz za

Suma liczb oczek wyrzuconych w obu
C=1(2,1),(4:2), (6,8} rzutach jest rowna 10.

Reszta z dzielenia przez 5 sumy liczb
D = {(4,6),(5,5),(6,4)} oczek, ktére wypadty w obu rzutach
jest réwna 4.

lloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
B = {(17 ]‘)’ (]" 2)7 (]‘7 3)? (2? 1)? (3? ]‘) mniejszy Od 4

Cwiczenie 6

Rzucono dwiema szeéciennymi kostkami do gry. Opisz zdarzenie A zaznaczone na rysunku.

Kostka 1
1{2]|3]|4|5]6
12|34 |5]|6]|7
2|3 ]4]|5|6]7]8
%3456789
" lals|e 78|90
56|78 [9]10]11
6|7 (8|9 [10]11 (12




Cwiczenie 7 @
Rzucono szescienng kostka do gry. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom:
A - otrzymano parzysta liczbe oczek lub liczbe oczek podzielng przez 3,

B - otrzymana liczba oczek nie jest liczbg ztozona.

Cwiczenie 8 @

Na $ciankach o$miosciennej kostki do gry zapisane s3 liczby od 1 do 8. W dos$wiadczeniu
losowym polegajagcym na rzucie ta kostka, przestrzen zdarzen elementarnych to

0 =1{1,2,3,4,5,6,7,8}
Zdarzenia A i B okre$lamy natepujaco:

A={weQ: w>5}B={weQ: 3 <w< T} Wypisz zdarzenia sprzyjajace
zdarzeniom: A’, AN B, AU B.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat zajec¢: Zdarzenia w rzucie kostkami do gry

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, speiniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzorow na liczb¢: permutacji, kombinaciji
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 okreslaliczbe zdarzen elementarnych w rzucie kostka (kostkami) do gry

» okresla liczbe wszystkich mozliwych zdarzen w rzucie kostka

 zlicza zdarzenia sprzyjajagce danemu zdarzeniu w doswiadczeniu losowym ,,z kostkami”
» tworzy model matematyczny sytuacji z kontekstem realistycznym



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» haki pojeciowe
e burza mozgow
e piramida priorytetow

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer,
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie w parach metoda haki pojeciowe (zmodyfikowang) przypominaja
podstawowe pojecia zwigzane z do$wiadczeniami losowymi. Cwiczenie polega na tym,
ze jeden uczen wymienia pojecie - drugi musi odpowiedzie¢ co to pojecie oznacza
i tak na zmiane. Uczniowie mogg przy tym korzystac z zeszytow i ksiazek, aby
sprawdza¢ poprawno$¢ odpowiedzi.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w malych grupach metoda piramidy priorytetow. Ich celem jest
ulozenie listy priorytetow, wedlug ustalonej przez siebie kolejnosci, dotyczacych
sposobow rozwiazywania zadan ,na rzuty kostkami”.

2. Najpierw wiec zapoznaja si¢ z materialami zawartymi w sekcji Przeczytaji Film
edukacyjny. Nastepnie metodg burzy mozgow zbieraja pomysty, przyklady.

3. Kazda grupa otrzymuje kartki samoprzylepne i plakat z narysowang piramidg. Sposrod
zebranych hasetl wybierajg kilka najwazniejszych i zapisujq je na kartkach
samoprzylepnych.

4. Naklejaja je w odpowiednich miejscach piramidy priorytetow, kierujac sie podanym
kryterium. Po zakonczeniu pracy tworza jedng wspoélng piramide, reprezentatywng dla
catej klasy.



5. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ jest wspolne wymyslenie i rozwigzanie, wedtug
ustalonej listy, zadania dotyczgcego rzutu kostkami do gry.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
grupy dokonujg oceny kolezenskie;.

Praca domowa:

Wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Liczba zdarzen w doswiadczeniach losowych
Wskazowki metodyczne:

Film edukacyjny moze by¢ wykorzystany na zajeciach dotyczacych okreslania liczby
zdarzen sprzyjajagcych danemu zdarzeniu losowemu.
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