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Zrédto: Andriyko Podilnyk, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Pieniadze od czasu ich wynalezienia fascynowaty ludzi. Cho¢ obecnie monety i banknoty
zaczynaja juz wychodzi¢ z mody, wypierane przez dziwne obiekty, zwane kartami
platniczymi, zabytkowe monety na $wiatowych rynkach kolekcjonerskich osiggaja
niebotyczne ceny.

Najdrozszg monetg Swiata jest prawdopodobnie Flowing Hair Liberty Dollar, jedna
z pierwszych jednodolarowek wybitych w USA. W 2013 r. na aukcji zaptacono za nig 10 mln
dolaréw.



Flowing Hair Liberty Dollar

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Moneta ta zostata wyprodukowana w 1794 r., kiedy to mennica w Stanach Zjednoczonych
zaczela bicie jednodolaréwek. Jednak szybko zakonczono produkcje, gdyz zauwazono, ze
uzywane narzedzia nie nadajg si¢ do bicia monet o duzych rozmiarach. Pierwszych monet
wybito wiec tylko 1758 sztuk, z czego prawdopodobnie 130 dotrwato do dzisiaj.

My niestety nie dysponujemy az tak unikatowymi egzemplarzami, ale to zupelnie nie
przeszkodzi nam w rozwazaniach na temat zdarzen w doswiadczeniach losowych,
polegajgcych na rzucie monetami.

Twoje cele

o Okreslisz liczbe zdarzen elementarnych w rzucie monetg (monetami).

o Okreslisz liczbe wszystkich mozliwych zdarzen w rzucie moneta.

» Zliczysz zdarzenia sprzyjajace danemu zdarzeniu w doSwiadczeniu losowym ,,z
monetami”.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnienie podstawowych pojec¢ ktorych znajomosc jest niezbedna do
zglebiania ponizszych materiatow.

Doswiadczeniem losowym nazywamy taki eksperyment, ktory mozna powtarzac
wielokrotnie w jednakowych (lub bardzo zblizonych warunkach) i ktérego wyniku nie
mozna jednoznacznie przewidziec.

Kazdy wynik doswiadczenia losowego to zdarzenie elementarne. Wszystkie zdarzenia
losowe danego do$wiadczenia losowego tworzg przestrzen zdarzen elementarnych (zbior
zdarzen elementarnych).

Zbiér zdarzen elementarnych bedziemy oznacza¢ grecka literg 2. Bedziemy zaklada¢, ze
jest on zbiorem skonczonym, a liczbe jego elementéw oznaczymy |Q2].

W tym materiale skoncentrujemy si¢ na okreslaniu mozliwych zdarzen w rzucie moneta
(monetami).

Kazda moneta ma dwie strony. Jedng z nich nazywamy reszka (R), a drugg ortem (O).
Bedziemy zakladac, ze moneta jest symetryczna, czyli szanse wyrzucenia reszki sg takie
same, jak szanse wyrzucenia orla.

Przyktad 1
Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie moneta.
Zbior zdarzen elementarnych tego doswiadczenia sktada sie z dwoch elementow:

« wypadt orzet (O)
» wypadta reszka (R)

Q={O,R},|Q| =2

W zastosowaniach praktycznych najczesSciej interesuje nas nie pojedyncze zdarzenie
elementarne rozpatrywanego doSwiadczenia losowego, ale zbiory tych zdarzen, czyli
podzbiory zbioru (2.

Definicja: Zdarzenie losowe

Kazdy podzbior skonczonego zbioru zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem
losowym (zdarzeniem).

O zdarzeniach elementarnych, ktore sa elementami danego zdarzenia A méwimy, Ze
sprzyjaja zdarzeniu A.



Zdarzenie nazywamy pewnym, gdy zbiorem zdarzen sprzyjajacych temu zdarzeniu jest
zbior zdarzen elementarnych (2.

Zdarzenie nazywamy niemozliwym, gdy zbiorem zdarzen sprzyjajacych jest zbor pusty.
Oznacza to, ze w zbiorze {2 nie ma ani jednego zdarzenia elementarnego sprzyjajacego
danemu zdarzeniu.

Zdarzenie niemozliwe oznacza¢ bedziemy symbolem () tak, jak zbor pusty.
Twierdzenie: liczba zdarzen losowych

Jezeli zbidr zdarzen elementarnych (2 ma n elementow, to zdarzen losowych jest 2"
(facznie ze zdarzeniem pewnym i zdarzeniem niemozliwym).

Przyktad 2

Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie monetg. Wypiszemy wszystkie zdarzenia
losowe, ktore moga zajs¢ w tym doswiadczeniu.

Korzystajgc z Przykladu 1 wiemy juz, ze zbior zdarzen elementarnych sktada si¢ z dwoch
elementow. Zatem lgczna liczba zdarzen losowych jest rowna

2> =4

Wypisujemy te zdarzenia:

{O} - wyrzucenie orta

{R} - wyrzucenie reszki

{0, R} = Q - zdarzenie pewne

() - zdarzenie niemozliwe (nie wyrzucono ani orla, ani reszki)

Przyktad 3

Rzucamy dwiema monetami: jednogroszowkg i dwudziestogroszowka.
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Zdarzeniami elementarnymi w tym doswiadczeniu sg zdarzenia:
w; = {R, R} - wyrzucenie reszki na obu monetach

wy = {R, O} - wyrzucenie reszki na monecie jednogroszoweji orta na monecie
dwudziestogroszowej

ws = {0, R} - wyrzucenie orta na monecie jednogroszoweji reszki na monecie
dwudziestogroszowej

wy = {0, O} - wyrzucenie orta na obu monetach
Wynika z tego, ze

Q2 ={(R,R),(R,0),(0,R),(0,0)}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna 4.

Jezeli piszemy o rzucie kilkoma monetami, to zaktadamy, ze monety te sa rozroznialne.
Rowniez wtedy, gdy majg jednakowe nominaty.

Zatem doswiadczenia: n- krotny rzut monetg i rzut n monetami, interpretujemy
i opisujemy tak samo. Czyli identyczne s3 zbiory zdarzen elementarnych takich
doswiadczen.

Przyktad 4

Doswiadczenie polega na trzykrotnym rzucie moneta. Wyznaczymy zbior zdarzen
elementarnych w tym doswiadczeniu.



Przestrzen zdarzen elementarnych w tym doSwiadczeniu mozemy wyznaczy¢ roéznymi
sposobami. Przedstawimy jeden z nich. Narysujemy tzw. drzewko.

Il etap

O R O R O R O R
000 OOR ORO ORR ROO ROR RRO RRR
Podczas pierwszego rzutu (I etap) mamy dwie mozliwosci - O, R.

Z wierzchotka drzewa prowadzimy dwie krawedzie.

W kolejnym etapie kazdej z wczesniejszych mozliwoSci odpowiadaja dwie nowe sytuacije.
Z kazdego z wierzchotkow oznaczonych O, R prowadzimy po dwie krawedzie
i wpisujemy mozliwe wyniki.

Podobnie postepujemy w trzecim rzucie.

Zbior zdarzen elementarnych tworzymy, wypisujac wszystkie ciagi wynikow, zapisanych
przy krawedziach tworzgcych gatezie, rozpoczynajac od wierzchotka drzewa.

Q = {(0,0,0),(0,0,R),(0,R,0),(0,R,R),(R,0,0),(R,0,R),
(R7 Ra O)a (R7 R’ R)}
Q| =8 =2}

Zauwazmy, ze w jednoczesnym rzucie n monetami (lub w n rzutach monetg) liczba
zdarzen elementarnych jest réwna 2".

Przyktad 5

Rzucamy jednocze$nie moneta i szeScienng kostka do gry.



Wypiszemy zdarzenia sprzyjajace:

« zdarzeniu A - na monecie wypadta reszka, a na kostce liczba oczek nie wigksza od 4
» zdarzeniu B - na monecie wypadla reszka, a na kostce parzysta liczba oczek

A={(R1),(R,2), (R,3), (R,4)}
B={(R,2),(R,4),(R,6)}

Wypiszemy teraz zdarzenia sprzyjajace zdarzeniom AU B, AN B, A\ B, B\ A.
Postepujemy podobnie, jak przy dziataniach na zbiorach.
AUB={(R,1),(R,2),(R,3),(R,4),(R,6)}

ANB={(R,2),(R,4)}

A\ B={(R,1),(R,3)}

B\ A={(R,6)}

Stownik
zdarzenie losowe

kazdy podzbior skonczonego zbioru zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem
losowym (zdarzeniem)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialna. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzac
przedstawione tam problemy, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Polecenie 2

W doswiadczeniu polegajagcym na trzykrotnym rzucie moneta:

a) podaj przyktad zdarzenia pewnego;

b) podaj przyktad zdarzenia niemozliwego;

c) wypisz zdarzenia sprzyjajace zdarzeniom: A - reszka wypadta za drugim razem, B - za
pierwszym razem nie wypadt orzet.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Doswiadczenie polega na czterokrotnym rzucie moneta. lle jest wszystkich zdarzen
elementarnych w tym doswiadczeniu?

O 8
O 16
O 32

O 4

Cwiczenie 2 @)

Rzucamy trzema monetami. Wypadnieciu orta przypisujemy cyfre 1, wypadnieciu reszki
przypisujemy cyfre 2. Tworzymy liczby trzycyfrowe, ktorych cyfrg jednosci jest cyfra
odpowiadajgca wynikowi na pierwszej monecie, cyfra dziesiatek jest cyfra odpowiadajaca
wynikowi na drugiej monecie, cyfrg setek jest cyfra odpowiadajgca wynikowi na trzeciej
monecie.

lle ré6znych liczb trzycyfrowych mozna w ten sposdb utworzyc¢?

O 16
O 6

O 8

O 9



Cwiczenie 3

lle jest zdarzen elementarnych w rzucie szescioma monetami?

O 2°
O 6
(O 6+6
O 2.6
Cwiczenie 4

Zaznacz ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz
Zdarzenie A’ = Q\ A
nazywamy zdarzeniem O O

przeciwnym do zdarzenia A

Zbioér sktadajacy sie ze
wszystkich zdarzen
elementarnych danej
przestrzeni zdarzen O O
elementarnych nazywamy
zdarzeniem pewnym.

Zbiér zdarzen
elementarnych w danym
doswiadczeniu losowym O O
oznaczamy symbolem ().

Pusty podzbiér przestrzeni
zdarzen elementarnych
nazywamy zdarzeniem O O
pewnym.



Cwiczenie 5

Rzucono n monetami (n > 3). Uzupetnij réwnosci, przeciagajac odpowiednie liczby. Mozesz
rowniez klikna¢ w luke, aby wyswietli¢ liste i wybrac prawidtowa odpowiedz.

Oznaczmy:

() - przestrzen zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu,

A - zdarzenie polegajace na tym, ze na pierwszej i na drugiej monecie wypadta reszka,

B - zdarzenie polegajace na tym, ze na pierwszej i na drugiej monecie wypadto to samo.

‘nn—2Hnn—lHn2’ 2n ‘zn—lH2n—2’

Cwiczenie 6

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

Jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu: w czterokrotnym rzucie monetg

otrzymamy co najmniej dwa orty.

Jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu: w rzucie piecioma monetami

otrzymamy co najmniej trzy orty.

Jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu: w czterokrotnym rzucie monetg

wypadnie co najwyzej jeden orzet.

Jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu: w rzucie czterema monetami

doktadnie na dwdéch monetach wypadnie orzet.

Cwiczenie 7 @

Doswiadczenie losowe polega na czterokrotnym rzucie moneta. Okreél ile jest zdarzen
elementarnych w tym do$wiadczeniu i zdarzen sprzyjajacych zdarzeniom: A - za pierwszym
i za trzecim razem wypadt orzet, B - za pierwszym i trzecim razem wypadto to samo.



Cwiczenie 8

Rzucamy kolejno trzy razy moneta. Wypisz wszystkie zdarzenia sprzyjajace kazdemu
z podanych zdarzen.

A - reszka wypadta doktadnie dwa razy

B - orzet wypadt doktadnie trzy razy

C' - za kazdym razem wypadtfo to samo

D - reszka wypadta co najmniej trzy razy



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zdarzenia w rzucie monetami

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych.
Zakres rozszerzony.

Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, speiniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzorow na liczb¢: permutacji, kombinaciji
i wariacji,réowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.

Ksztaltowanie kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 okreslaliczbe zdarzen elementarnych w rzucie monetg (monetami);

 okresla liczbe wszystkich mozliwych zdarzen w rzucie monetg;

 zlicza zdarzenia sprzyjajagce danemu zdarzeniu w doswiadczeniu losowym .z
monetami”;



» tworzy modele matematyczne sytuacji z kontekstem realistycznym.
Strategie nauczania:

o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e koszyk pomystow;
» doswiadczenie.

Formy pracy:

e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer;
e monety.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wedlug kolejnosSci zapisania w dzienniku, przypominaja dotychczas
uzyskane wiadomosci na temat doswiadczen losowych i sposobow zliczania obiektow
kombinatorycznych.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach analizujg problemy prezentowane w sekcji ,,Przeczytaj’ i ,,
Prezentacja multimedialna”.

2. Wykonuja odpowiednig liczbe rzutow moneta, aby doSwiadczalnie ustali¢ potrzebne
dane, a dopiero nastepnie poréwnuja z rozwigzaniami.

3. Nastepnie kazda z par ma za zadanie ulozenie co najmniej 2 atrakcyjnych tresciowo
zdan ,z rzutami monetami”. Kazde zadanie zapisuja na oddzielnejkartce i wrzucaja do
»koszyka pomystow” - czyli przygotowanego wczesniej przez nauczyciela pojemnika
(pudetka, koszyka, kapelusza, itp.).

4. Tworza sie czteroosobowe grupy (z dwoch par uczniow). Kazda z grup losuje
z ,koszyka pomystow” dwa zadania. Wybiera sposrod tych zadan jedno i rozwiazuje je,
a nastepnie prezentuje zadanie i rozwigzanie pozostalym uczniom klasy.



5. Podsumowaniem tej czesci lekcji jest wspolne ustalenie algorytmu rozwigzywania
zadan ,z rzutami monetami”.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Pary i grupy dokonujg samooceny.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

« Wykonanie ¢wiczen interaktywnych z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

e Liczba zdarzen w doswiadczeniach losowych
Wskazowki metodyczne:

» Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystane na zajeciach poswieconych
obliczaniu prawdopodobienstwa klasycznego.
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