Katy miedzy prostymi a ptaszczyznami
w graniastostupie

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Prezentacja multimedialna
« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Katy miedzy prostymi a ptaszczyznami

W graniastostupie

Zrédto: Michel Catalisano, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale skupimy si¢ na katach miedzy odcinkami zawartymi w graniastostupie
a ptaszczyznami jego Scian. Poprawne rozpoznawanie oraz wyznaczanie katow bedzie
miato kluczowe znaczenie na przyktad podczas rozwazania przekrojow wieloscianow.
Zagadnienie omowimy na mozliwie najwiekszejliczbie przyktadow graniastostupow
prostych oraz pochylych. Ale zaczniemy od przypomnienia definicji kata miedzy prosta
i ptaszczyzna

Twoje cele

» Rozpoznasz kat miedzy przekatnymi $cian bocznych a podstawami graniastostupa.
» Rozpoznasz kat miedzy przekatnymi graniastostupa a jego podstawami.
e Rozpoznasz katy pomiedzy przekatnymi graniastostupa a jego $cianamibocznymi.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje kata miedzy prosta a plaszczyzna.
Definicja: Kat miedzy prosta a ptaszczyzna

Jesli prosta k jest rownolegta do ptaszczyzny 7 (ma z nig nieskonczenie wiele punktow
wspolnych albo nie ma zadnego), to przyjmujemy, ze kat miedzy k a 7 jest rowny 0°.

Jesli prosta k przebija plaszczyzne 7 (ma z nig dokladnie jeden punkt wspolny), to kat
miedzy k a 7 definiujemy jako kat miedzy k a rzutem prostokatnym k na .

Graniastostup tréjkatny

Najprostszy graniastostup to ten o podstawie trojkata. Nie ma on przekatnych, bo wszystkie
odcinki fgczace wierzchotki graniastostupa trojkatnego zawieraja si¢ w jego powierzchni,
co czyni je przekatnymi $cian bocznych lub krawedziami.

Na ponizszym rysunku zaznaczono kat miedzy przekatng Sciany bocznej a ptaszczyzna
podstawy. Aby poprawnie zaznaczy¢ ten kat, potrzebujemy rzutu prostokatnego tej
przekatnejna ptaszczyzne podstawy. Poniewaz graniastostup jest prosty, rzut ten zawiera
krawedz podstawy.
Graniastostup trojkatny ABCGHI Kat miedzy przekatna Sciany bocznej
i przekatna AT $ciany bocznej a plaszczyzng podstawy
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Graniastostup trojkatny ABCGHI Kat miedzy przekatna Sciany bocznej
i przekatna AT Sciany bocznej a plaszczyzng podstawy
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Sytuacja wyglada nieco inaczej, gdy graniastostup jest pochyly. Wowczas rzut przekatnejna
plaszczyzne podstawy moze nie zawiera¢ krawedzi.
Graniastostup pochyly trojkatny ABCDEF  Kat miedzy przekatna Sciany bocznej
i przekatna C'E Sciany bocznej a plaszczyzng podstawy

F

Graniastostup czworokatny

W graniastostupie czworokatnym pojawia si¢ przekatna graniastostupa - odcinek 1gczacy
dwa wierzchotki graniastostupa, ale nie zawarty w jego powierzchni.

Ponizejilustrujemy katy miedzy przekatng graniastostupa prostego o podstawie trapezu

a plaszczyzng Scian bocznych albo podstawa. W kazdym przypadku najpierw rzutujemy

prostokatnie przekatng na rozwazang ptaszczyzne.

Graniastostlup czworokatny ABCDEFGH Kat miedzy przekatng C H graniastoslupa
ijego przekatna CH a plaszczyzng podstawy
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Graniastostlup czworokatny ABCDEFGH Kat miedzy przekatng C H graniastostupa
ijego przekatna CH a plaszczyzng podstawy

Kat miedzy przekatng C H graniastoslupa Kat miedzy przekatna BG graniastostupa
a plaszczyzng Sciany ADGH a plaszczyzng Sciany BCFE

Choc¢ analiza powyzszych przyktadow moze by¢ interesujaca, duzo czesciej bedziemy
zajmowac sie prostopadioScianem. Na ponizszym rysunku zaznaczono katy miedzy
przekatng prostopadtoscianu a $cianami bocznymi i podstawg. Na wszystkich rysunkach
znajduje si¢ ten sam prostopadios$cian widziany z roéznych stron.

Przyjeto oznaczenia:

a - kat miedzy przekatna BG a plaszczyzng podstawy ABCD,
B - kat miedzy przekatng BG a plaszczyzng Sciany BCFE,

v - kat miedzy przekatna BG a plaszczyzng §ciany ABEH.

W tym przypadku kat miedzy przekatng graniastostupa a Sciang boczna jest rowny katowi
miedzy przekatna graniastostupa a przekatng podstawy. Analogicznie dla katow miedzy
przekatna graniastostupa a $cianami bocznymi.

Katy miedzy przekatng prostopadlos$cianu a $cianami bocznymi i podstawa



Katy miedzy przekatng prostopadlos$cianu a §cianami bocznymi i podstawa

G

Ponownie sytuacja wyglada inaczej, gdy graniastostup jest pochyty.
Na ponizszych rysunkach zaznaczono kat miedzy przekatna graniastostupa pochylego
o podstawie kwadratu a plaszczyzng podstawy.

Przyktad 1

Dany jest graniastostup o podstawie rombu. Dtuzsza przekatna tego graniastostupa ma
dtugos¢ 12 i tworzy z plaszczyzna podstawy kat o mierze 30°. Krotsza przekatna
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graniastostupa ma dtugo$¢ 41/3. Wyznaczymy miare kata nachylenia krotszej przekatnej
graniastostupa do ptaszczyzny jego podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na powyzszym rysunku. Zauwazmy, ze z trojkata prostokatnego
EAC mozemy wyznaczy¢ wysoko$¢ AFE graniastostupa: |AE| = 6.

Z trojkata prostokatnego D BH mamy:

BD| = \/|BH* - |DH* = \/(4\/5)2 — 62 =12 =2V3

Zatem DBH jest trojkatem prostokatnym o bokach dtugoéci 6, 2v/3, 41/3. Oznacza to, ze
jest to trojkat o katach 307,607, 90°.

Zatem kat miedzy przekatng BH graniastostupa a jego podstawg ma miare 60 °.

Graniastostup szesciokatny

Im wiecejkrawedzi w podstawie graniastostupa, tym wiecej mozliwosci — wszak kazda
przekatna graniastostupa tworzy jaki$ kat z kazdg Sciang tego graniastostupa.

Rozwazmy graniastostup prawidtowy szeSciokatny.
Na ponizszych rysunkach zaznaczono katy pomiedzy przekatnymi (sa dwie rézne)
graniastoslupa prawidlowego szeS$ciokatnego a jego podstawa.
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Na ponizszych rysunkach zaznaczono katy pomiedzy przekatnymi (sa dwie rézne)
graniastoslupa prawidlowego szes$ciokatnego a jego podstawa.
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Zaznaczamy jeszcze kat miedzy przekatna tego graniastostupa a Sciang boczng zawierajgca
jeden z koncow przekatne;.

Kat miedzy krotsza przekatng A.J Kat miedzy dluzszg przekatng AT
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Przyktad 2

Dany jest graniastostup prawidtowy szeSciokatny. O krawedzi podstawy 4 i wysokosci
44/2. Wyznaczymy miare kata miedzy przekatng $ciany bocznej a sasiednia éciang
boczna.
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Rozwazmy kat miedzy przekatna AG $ciany ABGL, a ptaszczyzng $ciany AFK L.
Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie BAG mozemy wyznaczy¢ dlugos¢ przekatnej AG:

AG| = \/|AB]® + |BGP = 16+ 32 = V48 = 4v/3

Niech G’ bedzie rzutem prostokgtnym G na plaszczyzne Sciany AF K L. Wowczas kat
GG’ L jest prosty. Ponadto mozna zauwazy¢, ze |[<GLG’| = 60°, stad |[<LGG’| = 30°.
Poniewaz |LG’| = 2, wiec |GG’| = 2v/3.

Z trojkata prostokatnego ALG’ mamy:
A = \/|ALP +|LG' = V32 + 4= V36 = 6

Tréjkat prostokatny AGG’ ma boki dlugosci |AG’| = 6, |AG| = 4v/3 oraz |GG’| = 2V/3.

Wynika stad, ze jest to trojkat o katach 30°,60°,90°, wiec |GAG’| = 30°.

Stownik
graniastostup

wielosScian, ktorego dwie Sciany sa rownolegtymi wielokgtami przystajagcymi, zas
pozostale Sciany sg rownoleglobokami; rownolegle Sciany nazywamy podstawami
graniastostupa, zas pozostate to Sciany boczne

graniastostup prosty




graniastostup, ktorego Sciany boczne sg prostokgtami

graniastostup pochyty

graniastostup, w ktorym istniejg Sciany boczne, ktore nie sg prostokgtami
graniastostup prawidtowy

graniastostup prosty, w ktorego podstawie znajduje si¢ wielokat foremny



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

W ponizszej prezentacji multimedialnej przedstawiono katy miedzy odcinkami
graniastostupéw prawidtowych a ptaszczyznami zawierajgcymi ich $ciany. Przeanalizuj
poszczegdlne rysunki. Na ich podstawie wykonaj Polecenie 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DcEmhlLxei


https://zpe.gov.pl/a/DcEmhLxei

Polecenie 2

Rozwiaz ponizszy test jednokrotnego wyboru.

Zaznacz poprawng odpowiedz. Punkt G jest rzutem prostokatnym punktu
F' na ptaszczyzne BC'ED. Na ponizszym rysunku zaznaczono kat miedzy:

F E

() Przekatna $ciany bocznej a sasiednia $ciang boczna.

() Wysokoscig podstawy a $ciang boczna.

() Wysokoscig podstawy a przekatna $ciany bocznej.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. GG jest rzutem prostokatnym D na
ptaszczyzne ABC. Na rysunku ponizej zaznaczono kat miedzy:

F

() Krawedzig boczng a wysokoscia graniastostupa.

Wysokoscia graniastostupa a ptaszczyzng podstawy
graniastostupa.

() Krawedzig boczng a ptaszczyzng podstawy graniastostupa.




Cwiczenie 4
Zaznacz te ilustracje, na ktérych zdania umieszczone przy rysunkach sg prawdziwe.

Na rysunku zaznaczono kat miedzy
przekatna Sciany bocznej a ptaszczyzng
sgsiedniej Sciany bocznej (A’ jest rzutem
prostokatnym A na ptaszczyzng BCGF).

i O

Na rysunku zaznaczono kat
miedzy przekatng graniastostupa

B a jego podstawa.

Na rysunku zaznaczono kat
miedzy przekatng graniastostupa
a ptaszczyzna jego podstawy

(I jest rzutem prostokatnym G
na ptaszczyzne ABCD).

O

Na rysunku zaznaczono

kat miedzy przekatng graniastostupa

a ptaszczyzna jednej ze $cian bocznych
(I jest rzutem prostokgtnym £

na ptaszczyzne GFBC).




Cwiczenie 5

Krawedz boczna dtugosci 10 cm graniastostupa pochytego tworzy z ptaszczyzng podstawy
kat o = 30°. Oblicz wysokos$¢ tego graniastostupa.

Cwiczenie 6

Podstawa graniastostupa jest romb o boku dtugosci 6 i kacie ostrym o = 60°. Wysokos$¢
graniastostupa jest rowna 6. Wyznacz katy miedzy przekatnymi graniastostupa a ptaszczyzna
jego podstawy.

Cwiczenie 7 @

Podstawg graniastostupa jest sze$ciokat foremny o boku dtugosci 5, $ciany boczne s3
kwadratami. Oblicz sinusy katéw miedzy przekatnymi graniastostupa a jego podstawa.

Cwiczenie 8 @

Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny o krawedzi podstawy 4 i wysokos$ci 4\/5.
Wyznacz kat miedzy przekatng sciany bocznej a sgsiednig $ciang boczna.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy prostymi a plaszczyznami w graniastostupie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:
3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje kgt miedzy przekatnymi Scian bocznych a podstawami graniastostupa;
» rozpoznaje kgt miedzy przekatnymi graniastostupa a jego podstawami.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
o metoda kota i myszy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,Katy miedzy prostymi a ptaszczyznami
w graniastostupie” oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Nauczyciel wyswietla zawarto$c¢ sekcji ,Prezentacja multimedialna”. Po zapoznaniu sie
uczniow z rodzajami katow przedstawionymi w prezentacji uczniowie rozwigzuja
polecenia powigzane z medium.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1-4 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i komentowane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcii
~Wprowadzenie”



Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” i rozwigzujg
polecenia z nim zwigzane.

Materialy pomocnicze:
» Graniastostup prosty i jego wlasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie , Katy miedzy prostymi a ptaszczyznami
w graniastostupie”.
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