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Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Definicje granicy funkcji oraz pochodnejw punkcie wydaja si¢ niezwykle podobne. Podczas
stawiania pierwszych krokow w swiecie matematyki mozna je nawet niejednokrotnie
pomyli¢. Nalezy sie zastanowi¢ czy to pozorne podobienstwo przektada si¢ na jakgkolwiek
zaleznos$¢. Przedmiotem tych zaje¢ bedzie doglebna analiza tak postawionego problemu.
Odchodzac nieco od potocznie rozumianych zastosowan pochylimy si¢ nad piecknem
teoretycznej matematyki. Zobaczymy takze, ze potrafi ona prowadzi¢ do niespodziewanych

i fascynujacych wnioskow.
Twoje cele

» Poznasz zalezno§¢ pomiedzy rozniczkowalnoscig i ciggloscia funkcii.
o Poznasz zaskakujgcg odpowiedz na trudne pytanie zadawane przez matematykow
przetomu XVIII i XIX wieku.




Przeczytaj

Pojecie cigglosci rozwazalisSmy do tej pory w nieco ogoélniejszej sytuacji, gdy funkcja byta
okreslona na dowolnym zbiorze A C R. Poniewaz pojecie rézniczkowalnosci jest juz nieco
bardziej wymagajace, przytoczymy znane definicje w formach odpowiednich do dalszych
rozwazan.

Definicja: ciggtosc
Funkcje f: (a,b) — R nazywamy ciggla w punkcie

e xy € (a,b), gdy granica funkcji f w punkcie z istnieje i wynosi f(z),
e a, gdy granica prawostronna funkcji f w punkcie a istnieje i wynosi f(a),
b, gdy granica lewostronna funkcji f w punkcie b istnieje i wynosi f(b).

Definicja: rézniczkowalos¢
Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja. Wowczas
« pochodng funkcji f w punkcie zy € (a,b) nazywamy liczbe (o ile istnieje)

#(z9) = lim f(m)—f(a:o),

T—Tg T—Zo

e pochodna funkcji f w punkcie a nazywamy liczbe (o ile istnieje)

e pochodna funkcji f w punkcie b nazywamy liczbe (o ile istnieje)

v f@)—f
f'(b) = lim (:Zfb().

Moéwimy, ze funkcja f jest rozniczowalna w punkcie zg € (a, b), gdy ma w tym punkcie
pochodng

Przypominamy, ze funkcje nazywamy ciagly, gdy jest ciggta w kazdym punkcie oraz
rozniczkowalng, gdy jest rozniczkowalna w kazdym punkcie.

Nietrudno dostrzec podobienstwo pomiedzy rozniczkowalnoscia i ciggltoscig. Granice
pojawiajace sie¢ w obu przypadkach nasuwaja stuszny wniosek, ze pojecia te sa silnie
powiazane. Kluczowa zaleznos¢ przedstawia twierdzenie ponize;.

Twierdzenie: warunek konieczny rozniczkowalnosci



Jezeli funkcja f: (a,b) — R jest rozniczkowalna w punkcie xy € (a, b), to jest w tym
punkcie ciggla.

Dowad

Skupimy sie na sytuaciji, gdy zq € (a,b). Zatézmy, ze f jest rozniczkowalnaw zy € (a, b).
Wtedy
lim (f(z) ~ f(20)) = Jim LG (2 — 20) = f'(0) - 0 = 0.

T T—T) -z

Przeksztatcajac dalejmamy lim f(z) = f(zo), a wiec granica funkcji f w punkcie xg
Tr—T0

istnieje i wynosi f(z(). Dowody przypdkow zy = a oraz xy = b s analogiczne.

Przyktad 1

Korzystajgc z powyzszego twierdzenia, mozemy bardzo tatwo wykaza¢, ze funkcja
f:R — R dana wzorem

cos(z) dla z<0

€Tr) =

1) { 22 dla >0

nie jest rozniczkowalna w punkcie 0, gdyz nie jest w tym punkcie ciggla. Brak ciggtosci
wynika z bezposredniego rachunku wartosci granicy lewostronnejw punkcie z = 0

i wartosci funkcji w tym punkcie, czyli

liI(I)l f(z) = lir{)l cos(z) =1 # 0 = f(0), cho¢ mozna to zauwazy¢ po prostu rysujac
z—0U— T—U™

wykres funkciji.

o
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Nalezy pamie¢tac, ze rozniczkowalnosc¢ jest jedynie warunkiem koniecznym ciggtosci.
Oznacza to, ze aby funkcja byta rozniczkowalna w danym punkcie konieczne jest, by byta
w nim ciggla. Nie jest to jednak warunek wystarczajacy, a wiec aby funkcja byta w danym
punkcie rozniczkowalna nie wystarczy, by byta w nim ciggla. Pokazuje to kolejny przykiad.

Przyktad 2

Niech f:R — R bedzie dana wzorem f(z) = 4/|z|. Latwo zauwazy¢, ze funkcja f jest
ciggtla jako ztozenie dwoch funkciji ciaglych. Pokazemy, ze nie jest ona rézniczkowalna

w punkcie 0.
Sprobujmy policzy¢ pochodng prawostronng

limwzlim@:hmﬁzlimizo&

z—07T —0 z—0+t % z—0+t T z—07T Ve

Otrzymujemy, ze pochodna w punkcie 0 nie istnieje, gdyz nie istnieje pochodna
prawostronna. Mozna to takze wywnioskowac z wykresu funkcij.

v
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Jest jasne, ze funkcja f nie posiada pochodnejw punkcie 0.

Istniejg zatem funkcje ciggte, ktore nie posiadajg pochodnejw pewnym punkcie. Mozna
skonstruowac jednak nieco bardziej wyrafinowany przyktad.

Przyktad 3

Konstrukcje rozpoczniemy od znalezienia funkciji cigglej f: R — R, ktéra ma
nieskonczenie wiele punktow, w ktorych nie jest rozniczkowalna. Wystarczy przyjac
f(z) = | sin(z)|. Funkcja ta jest oczywiScie ciggla jako ztozenie funkciji ciagltych.
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Z wykresu funkciji tatwo zauwazy¢, ze pochodna funkcji f nie istnieje dla zadnego
punktu zy = km, k € Z. Funkcja f jest zatem funkcjg ciggla, ktora nie posiada pochodnej
w nieskonczenie wielu punktach swojej dziedziny.

Sprobujmy teraz 'Scisngc¢’ ten wykres do zera. Postuzy nam do tego funkcja % x > 0. Aby
unikng¢ probleméw w punkcie 0, zdefiniujemy funkcje g: (0,1) — R nastepujaco:
g9(x) = ‘sin (3) ‘

Wobwczas g jest funkcjg ograniczong i ciggly. Nie posiada ona jednak pochodne;j
w nieskonczenie wielu punktach przedziatu (0, 1). Zbior punktow, w ktorych f nie
posiada pochodnej jest bowiem postaci {% 'n € N}.

Zauwazmy, ze funkcja g ma jeszcze jedng wlasnos¢, ktora warto by byto poprawic.
Granica prawostronna g w punkcie 0 nie istnieje. Problemy z rozniczkowalnoscig tej
funkciji sa rowniez zwigzane z otoczeniem punktu 0. Przyjmijmy zatem, ze funckja
h:(0,1) — R dana jest wzorem

f 0 dla <0

h(z) = ix|sin(%) dla z € (0,1).
sin(1) dla z>1



Sprawdzenie ciaglo$ci funkcji h w punktach 0i 1 nie jest trudne. Nietrudno tez wykazac,
ze funkcja h nie posiada pochodnejw punkcie 0. Otrzymujemy

ho)-no =)
=~ = [sin(3)]-

Granica powyzszego wyrazenia, gdy x — 0" nie istnieje. Nie istnieje wiec takze
pochodna w punkcie 0. Analogicznie wykazujemy, ze funkcja h jest nierézniczkowalna w
1. Wykres funkciji h przedstawia si¢ nastepujaco

vA

>
X

Ostatecznie udato sie skonstruowac funkcje ciagla, ktora jest nierézniczkowalna
w nieskonczenie wielu punktach przedziatu (0, 1). Z drugiej strony, funkcja h jest takze
rozniczkowalna w nieskonczenie wielu punktach.

Nasung¢ sie moze trudne pytanie: Czy istnieje funkcja ciagla, ktora nie jest
rozniczkowalna w zadnym punkcie swojej dziedziny?

Ciekawostka

Odpowiedz na to pytanie jest o dziwo pozytywna. Jej uargumentowanie wykracza jednak
w znacznym stopniu poza ramy matematyki licealnej. Postaramy si¢ jednak w miare
przystepny sposob pokazac jak moze by¢ skonstruowana funkcja o wspomnianych
wiasnosciach.

Takimi sg na przyklad funkcje Weierstrassa.

Dla kazdejliczby naturalnej okre$lamy funkcje f,,: R — R dang wzorem
fa(z) = (3)" cos (9"mz).

Mozemy teraz przyja¢ S,: R — R nastepujaco

Su(z) = kz ful@) = Fu(@) + fol@) + -+ ful).




Okazuje sie, ze dla kazdego = € R, (S, (x)),, jest zbieznym ciagiem liczbowym.
Definiujemy f(z) = le S, (x) dlakazdego z € R. Funkcja f: R — R jest ciggta. Nie

jest jednak rozniczkowalna w zadnym punkcie. Widac, ze narysowanie doktadnego
wykresu funkcji f nie jest mozliwe. Mozemy jednak narysowa¢ wykresy funkcji
S1, 59, ...,55. Stanowig one niedokladne, ale oddajgce charakter, przyblizenie funkcji f.

Powyzszy przyktad jest jedng z funkcji Weierstrassa. Karl Weierstrass (1815-1897)

opublikowat w roku 1886 prace, w ktorej wykazat, ze jezeli wezmiemy dowolne a € (0, 1),

b> 2;“2’” oraz fp(z) = a" cos(b"mx), to postepujac jak wyzej otrzymamy zawsze funkcje

ciggly, ktora nie ma pochodnejw zadnym punkcie swojej dziedziny. Wykazanie tego
faktu nie jest tatwe, za$ jeszcze na przetomie XVIII i XIX wieku cze$¢ Srodowiska
matematycznego byla przekonana, ze wszedzie nierozniczkowalne funkcje ciggle nie

istnieja.

Stownik
funkcja ciagta
funkcja, ktora jest ciggla w kazdym punkcie dziedziny

funkcja rézniczkowalna

funkcja, ktora jest rozniczkowalna w kazdym punkcie dziedziny



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z zamieszczonymi tu informacjami, a nastepnie wykonaj polecenie ponizej.

Polecenie 2
Sposréd podanych ponizej zdan wybierz prawdziwe.

0 Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w przynajmniej jednym punkcie, to jest ciggta
w kazdym punkcie.

(] Warunkiem wystarczajacym na ciagto$¢ funkcji jest jej rézniczkowalnosc.
(] Istnieje nieciagta funkcja rézniczkowalna.

(] Kazda funkcja rézniczkowalna jest ciagta.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dana jest funkcja przedstawiona na wykresie. Wskaz zdania prawdziwe

Funkcja jest ciggtaw x = 2.

Funkcja jest rézniczkowalnaw = = 5.

Funkcja jest rézniczkowalnaw z = 0.

Funkcja jest ciggtaw x = 5.

Funkcja jest ciggtaw z = 0.

o o o 0o 4o o

Funkcja jest rézniczkowalnaw = = 2.



Cwiczenie 2

Ktére z podanych funkcji sg ciggte, a ktére rézniczkowalne w catej swojej dziedzinie.

Przeciagnij i upusc.

Funkcje ciagte

flz) =lz[ || f(z) =tg =

fl@) =t [ f@)=te e

Funkcje rézniczkowalne

f(z) = |cos x| ’ ‘ f(z) = 2 ’




Cwiczenie 3

Dana jest funkcja f : R — (0; 1), przedstawiona na wykresie.

Przeciggnij poprawng odpowiedz.

Zbiér punktow nierdzniczkowalnosci funkcji to'



Cwiczenie 4
Wskaz zdania prawdziwe.

0 Jezeli funkcja f nie jest ciagta w punkcie x to réwniez nie jest rézniczkowalna
w tym punkcie.

0 Jezeli funkcja f jest ciagta w punkcie x, to moze, ale nie musi by¢ rézniczkowalna
w tym punkcie.

0 Jezeli funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie x( to na pewno nie jest w tym
punkcie ciggta.

[ ] Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie z to jest w tym punkcie ciagta.

Cwiczenie 5

Potacz w pary funkcje z ich wtasnosciami.

f(z) = 22 lim f(z) = 1
f(z) = € lim S22 —
f(z) = Ial lim f(a) = o0
f(z) =logx :lclij{)l+ M =1

Cwiczenie 6

Dana jest funkcja:

ar dla z>0
flz) = {—a32 dla z<0

a) Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciggtaw x = 0?

b) Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest réozniczkowalnaw x = 0?



Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja f(x) = |z — 2|. Wskaz poprawne odpowiedzi.

lim f(z) lim {@-f@) lim J2)-/@

T—2 r—2— ) P50+ r—
2 O -1 O -1 O
0 O 1 O 1 O

Cwiczenie 8 @

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

Y
4
3
| y=g(x)
-3 -2 10 1 2 3 ? =3 =2 =1 0< 1 2 3 X
-1 =1
-2 -2
Funkcja f(x) _____________ ciggta w punkcie z = 0.
Funkcja f(x) _____________ rozniczkowalna w punkcie z = 0.
Funkcja g(z) _____________ ciggta w punkcie z = 0.
Funkcja g(z) C rozniczkowalna w punkcie z = 0.
Funkcja h(z) Eciag’ra w punkcie z = 0.
Funkcja h(x) rozniczkowalna w punkcie z = 0.

‘ nie jest ’ ‘ nie jest ’ ‘ nie jest ’ ‘ jest ’ ‘ jest ’ ‘ jest ’ ‘ nie jest ’ ‘ jest ’ ‘ nie jest ’ ‘ jest ’

‘ jest ’ ‘ nie jest ’




Dla nauczyciela

Autor: Michat Betdzinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zwigzek pochodne;j z ciagloscia funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

Xll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.

Zakres rozszerzony 3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczna
i fizyczng pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje zaleznos¢ pomiedzy rozniczkowalnoscia i ciggtoscig funkcii,
« analizuje ciggtosc¢ funkcji w punkcie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» gielda pomystow;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Zwigzek pochodnej z ciggloscig funkciji”,
wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedng wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

e Pochodna i monotonicznos¢ funkciji

Wskazowki metodyczne:
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e Medium w sekcji , Infografika” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Zwigzek pochodnejz ciggloscig funkc;ji”



