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Wzér skroconego mnozenia na n-tg potege réznicy ==

“ PROFESSOR MORIARTY STOOD BEFORE. ME:.”

Profesor Moriarty, ilustracja Sidney Paget, ktéra
towarzyszyta oryginalnej publikacji " Ostatecznego
problemu"

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

W niektorych opowiadaniach o Sherlocku
Holmesie napisanych przez Arthura Conana
Doyle’a wystepuje fikcyjna posta¢ - profesor
James Moriarty. Doyle opisuje Moriarty'ego
jako makiawelicznego przestepce, wroga
Sherolocka Holmesa, ale tez genialnego
matematyka. Przypisuje mu odkrycie wzoru
na wspotczynniki rozwiniecia n-tej potegi
dwumianu.

W rzeczywisto$ci metody otrzymywania tych
wspotczynnikdéw znane byty juz w XIII
wieku.

W tym materiale poznamy wspotczesne
sposoby okreslania wspotczynnikow
rozwiniecia n-tej potegi roznicy.



Twoje cele

o Okreslisz wspotczynniki n-tej potegi dwumianu roznicy, korzystajgc z trojkata
Pascala.
e Zapiszesz n-tg potege dwumianu roznicy w postaci sumy, korzystajgc z dwumianu

Newtona.
o Wykorzystasz wzory na n-ta potege roznicy przeksztatcajagc wyrazenia algebraiczne.



Przeczytaj

Jedli chcemy zapisa¢ w postaci sumy potege (a — b)? lub potege (a — b)® mozemy skorzysta¢
z odpowiedniego wzoru skroconego mnozenia. W przypadku, gdy wyktadnik potegi jest wiekszy,
potege mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu i wykona¢ odpowiednie mnozenie.

Na przyktad:

(@a—b)'=(a—b)-(a—b)’

(a —b)* = (a® — 2ab+ b?) (a® — 2ab + b?)

(a —b)* = a* — 2a°b + a®b? — 2a®b + 4a2b® — 2ab® + a®b® — 2ab® + b
(a —b)* = a* — 40 + 6a2b® — 4ab’ + b*

Analizujac podany przyktad mozna zauwazy¢, ze zamiana potegi roznicy na sume za pomocg
mnozenia, jest pracochtonna i tatwo przy tym popetnic¢ btad. Warto wig¢c skorzysta¢ z innych
metod okreslania wyrazow szukanej sumy.

Zastosowanie trojkata Pascala

Przyjrzyjmy sie kolejnym zapisom w postaci sumy wyrazenia (a — b)" , gdzie n - liczba naturalna.

(a—b)° = 1

(a—Db)t = a—b

(a—b)? = a®— 2ab + b*
(a—b)? = a®— 3a*b + 3ab* — b®
(a—b)* = a*— 4a3b + 6a%b% — 4ab® + b*

(a —b)5 = a®— 5a*b + 10a 3b? — 10a2b? + 5ab* — b°

W otrzymanej sumie pierwszy wyktadnik, do ktorej podniesiona jest liczba a jest rowny potedze
rozwazanego dwumianu. Kazdy kolejny wyktadnik jest mniejszy o 1 od poprzedniego, az do
ostatniego, ktory jest rowny 0. Wyktadniki liczby b zmieniajg si¢ w odwrotnej kolejnosci -
wzrastajg od 0 do wyktadnika, do ktorego podniesiony jest rozwazany dwumian. W kazdym ze



sktadnikow suma wyktadnikoéw liczb a i b jest rowna potedze, do ktorej podniesiony jest
dwumian a — b. Znak ,minus” poprzedza co drugi skladnik.

Aby znalez¢ rozwiniecia kolejnych poteg dwumianu (a — b), stworzymy najpierw tablice
wspolczynnikow liczbowych poprzednich rozwinigc.

Zauwazmy, ze skrajne liczby w uzyskanym ,trojkacie” (zwanym trojkatem Pascala) to jedynki.
Liczby w kolejnych wierszach powstajg poprzez dodanie dwoch sasiednich liczb z wiersza
stojacego wyzej. Korzystajace z tej obserwaciji, dopisujemy kolejne wiersze.

Mozemy teraz utworzy¢ nastepny wzor.
(a—b)° =1-ab% —6a°b + 15ab* — 20a*b® + 15a2b* — 6ab® + 1 - b°

Zapiszemy nasze spostrzezenia w postaci twierdzenia.



Twierdzenie: n-ta potega réznicy

Dla kazdejliczby naturalnej parzystejn i liczb a, b:

(@ —b)" = cpa™ — c;a™ bt + coa™ 20 + ... — cp_1a'V T 4 b

gdzie:

liczby ¢y, c1, Co, ..., Ch_1, C, S kolejnymi liczbami w n-tym wierszu tréojkgta Pascala.
y 3 ny. ym JKg

Dla kazdejliczby naturalnejnieparzystejn i liczb a, b:
(@ —b)" = cpa™ — c;a™ o' + cpa" 2B +. .. +cp_1att" Tt — ¢, b"

gdzie:
liczby ¢y, ¢1, c3, ..., €1, C, s3 kolejnymi liczbami w n—tym wierszu trojkata Pascala.

Przyktad 1
Zapiszemy w postaci sumy wyrazenie (1 — d)*.
Rozwigzanie:

Korzystamy z powyzszego twierdzenia, odczytujac potrzebne wspotczynniki w 4 wierszu
trojkata Pascala.

(1-—d)*=14—-4-13.d+6-12d2—4-1-d + d*
(1—d)* =1—4d+ 6d* — 4d® + d*

Przyktad 2

6
Znajdziemy szosty wyraz rozwiniecia potegi (3 — \/§> .



Rozwigzanie:

Odpowiedni wspotczynnik liczbowy odczytujemy z trojkata Pascala.

Jest to liczba 6.

6
W rozwinieciu dwumianu (3 — \/5) wykladniki poteg liczby 3 zmniejszaja sie, a liczby v/3

zwiekszaja sie.
5 _
Zatem iloczyn poteg tych liczb bedzie rowny 3! - (\/g) =3.9v3 =273

Stad wyraz szosty to:

—6-27vV3 = —162V3

Zastosowanie dwumianu Newtona

Korzystajac z trojkata Pascala tatwo jest zapisa¢ w postaci sumy jednomianéw potege roznicy

o niewielkim wyktadniku. Natomiast w przypadku duzego wykladnika, trudno jest znalez¢
potrzebne wspoétczynniki. Prostszy sposob wyznaczania tych wspotczynnikow to wykorzystanie
wzoru dwumianowego Newtona, zwanego krotko dwumianem Newtona.

Twierdzenie: Dwumian Newtona

Jezeli z, y s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, n jest liczba naturalng parzystg, to

(z—y)" = (g) zn — (711) 21y 4+ (Z) TP — (n"i 1) 2yl + (Z) Y

Jezeli x, y s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, n jest liczba naturalng nieparzystg, to



javascript:void(0);

(z—y)" = (g) zn — (711) 2"y + (;‘) LI R (n " 1) 2yl — (Z) Y

Aby moc korzysta¢ z dwumianu Newtona, przypominijmy, ze (Z) (czytamy: n nad k lub n po k)

to tzw. symbol Newtona.

Przypomnijmy jeszcze, ze zapis k! (czytamy: k silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych
dodatnich, nie wigkszych od k.

El=1-2-3-...:k

Przyktad 3

Zapiszemy w postaci sumy jednomianéw (z — 1)".

Rozwigzanie:

Korzystamy z dwumianu Newtona.

_7_770_761752_743734_725
(z 1)—(0)m1 1x1+2x1 3:1:1+4m1 5x1+
7 7

+()m1-16—()x0-17

6 7

Obliczamy kolejne wspotczynniki.

7 _ 7! _7!_1
0 — o7—o! — 1T —

A(7—4)T — 23 2430

T 7 _ 2034567 _ 9
BI(7—5) 12020 12021

7! __ 6l7 =7
6!(7—6)! — 6l-1!

)

)

)= =

7) N _ suser _ g
)

)
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Do uzyskanego wyrazenia podstawiamy wyznaczone liczby.
(x —1)" = 27 — 720 + 2125 — 352% 4 3523 — 2122 + 72! — 1

Na wszelki wypadek, mozemy sprawdzic¢, czy dobrze wykonaliSmy obliczenia, korzystajac
z trojkata Pascala.

Przyktad 4
Znajdziemy pigty wyraz rozwiniecia dwumianu (% + a) ’
Rozwigzanie:

Pigty wyraz tego rozwiniecia to

9 5 4 _ _
(2) (3 ot = iy 8 =t & = 582 a7t 1260

Odpowiedz:

Piaty wyraz to 126a .

Stownik
dwumian Newtona

twierdzenie okreslajace sposob zamiany n-tej potegi dwumianu na sume jednomianow



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja. Rozwiagz najpierw zamieszczone tam zadania, a nastepnie

poréwnaj z podanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwCmQoiYO0

Film nawigzujacy do tresci lekcji przedstawiajacy przyktady zastosowania wzoru na en ta
potege roznicy dwumianu.

Polecenie 2

5
Znajdz wartos¢ wyrazenia W = (\/5 — %) . Wynik zapisz z doktadnoscia do 0, 1.


https://zpe.gov.pl/a/DwCmQoiY0

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Uzupetnij 9 wiersz tréjkata Pascala.




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz kazde zdanie prawdziwe.

4 4 4 4
W czwartym wierszu tréjkata Pascala kolejne liczby to (O)’ (1), (2), (3),

(3)

D Kazda z liczb w trojkacie Pascala jest réznicg dwoch liczb z poprzedniego
wiersza, stojagcych najblizej tej liczby.

0 W tréjkacie Pascala roznica dwéch sasiednich liczb w kazdym wierszu jest taka
sama.

Kazda liczbe w trojkacie Pascala mozna zapisac¢ za pomoca odpowiedniego
symbolu Newtona.

O

Cwiczenie 3 O

Uzupetnij zapis potegi dwumianu w postaci sumy, przeciggajagc odpowiednie wyrazenia.

o ] [10ay* |[5ay | [u] [ v* | [ e’y | 5%




Cwiczenie 4 Q@

Potacz w pary potege dwumianu i jej zapis w postaci sumy jednomianéw.

(1—a)® 16 — 32a + 24a” — 8a® + a*

(a—1)* 1 —5a + 10a% — 10a3 + 5a* — a®

(1-a)® a* — 4a® +6a® — 4a + 1

(2 —a)’ a® —6a% 4 12a — 8

(a—2)° 1—3a+ 3a%—a?
Cwiczenie 5 O

Zaznacz wszystkie liczby, nalezace do zbioru rozwiazan réwnania (z — 1)* — (z — 1)* =0

O o O d



Cwiczenie 6

Wyrazenie zy(z — y)® — z(z — y)* + (z — y)® zapisane w postaci iloczynu to

o O O O
|

Cwiczenie 7

Uzupetnij rozwiniecie potegi. Przeciagnij odpowiednie wyrazenia.

a®53
(a 5)3 = a350 -------------------- +3a1 52_ --------------------
(a' o 5)3 = —15a,2+ ____________________ _125




Cwiczenie 8 @
C .. . 7 . .

Znajdz szdsty wyraz rozwiniecia dwumianu (2ac — %) , korzystajac z dwumianu

Newtona.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor skroconego mnozenia na n-tg potege roznicy
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Zakres rozszerzony.
Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): (n) =1, n) =n, ( " ) =n,

O-(r) 06

3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wspotczynniki n-tej potegi dwumianu, korzystajac z trojkgta Pascala



 zapisuje n-tg potege dwumianu w postaci sumy, korzystajac z dwumianu Newtona

 interpretuje wspotczynniki uzyskane w wyniku rozwini¢cia potegi dwumianu

 analizuje ztozone problemy arytmetyczne i algebraiczne, planuje sposob ich
rozwigzania

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 arkusz analogii
» bank krytycznych ocen
 ale kino

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie przypominaja poznane wzory skroconego mnozenia, w tym wzor na n-tg potege
sumy.

Podajg przyktady ich zastosowania. Rozmawiajg o tym, czy do wzoru (a + b)" w miejsce b
mozna podstawic¢ liczbe ujemng i jak wtedy bedzie wygladat zapis. W ten sposob dochodza
do sformutowania tematu i celow zajec.

Faza realizacyjna:

Praca w grupach - metoda ,arkusz analogii” uczniowie wyprowadzajg wzor na n-ta potege
réznicy, wzorujgc si¢ na wzorze na n-tg potege sumy.

Zapisuja na kartkach przyktady obliczania poteg roznicy. Metoda ,ale kino” uczniowie
tworzg wspolny bank przyktadow.

Teraz uczniowie pracujg w parach - uzupetniajg uzyskane juz informacje na temat
sposobow wyznaczania wspotczynnikow rozwiniecia potegi roznicy, zapoznajac si¢



z materiatem w sekcji ,,Przeczytaj’, nastepnie ogladajg animacije.

Uczniowie nadal pracujg w parach. Na zmiane rozwigzuja zaproponowane ¢wiczenia
interaktywne. Jeden uczen rozwiazuje, a drugi przyglada si¢ jego pracy i zapisuje uwagi.

Po skonczonym ¢wiczeniu, uczniowie dziela si¢ na forum klasy swoimi spostrzezeniami.
Tworzg w ten sposob bank krytycznych ocen, ktorego celem jest pokazanie najczesciej
popetnianych bledéw, a zarazem okazjg do wyjasnienia, jak tych btedow unikac.

Faza podsumowujaca:

Wybrany uczen podsumowuje zajecia, oceniajac rowniez prace swojeji innych grup.
Nauczyciel zwraca uwage na istotne momenty w zajeciach i stopien osiggnietych celow.
Praca domowa:

W domu uczniowie maja za zadanie poszukac problemow z innych dziedzin wiedzy (np.
z fizyki, chemii), w ktorych wykorzystywany jest wzor na n-tg potege roznicy.

Materialy pomocnicze:

Wzoér skroconego mnozenia na roznice kwadratow

Wzoér skroconego mnozenia na kwadrat roznicy

Wzor skroconego mnozenia na szescian roznicy

Wzory skroconego mnozenia na roéznice oraz na sume szescianow — zastosowania
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przy okazji tematow zwigzanych z dwumianem Newtona
lub tréojkatem Pascala.
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