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Potrafimy wyznaczy¢ wartosci funkcji w punkcie oraz okresli¢ zbior wartoS$ci funkciji.

Bardzo wazng umiejetnos$cig jest okreslanie wartosci najmniejszej oraz wartosci
najwiekszej przyjmowanych przez funkcje.

Czy kazda funkcja przyjmuje zawsze wartoS$¢ najwiekszg?
Czy kazda funkcja zawsze przyjmuje warto$¢ najmniejsza?

Odpowiedzi na te pytania uzyskamy analizujac ponizszy materiat.

Twoje cele

e Wyznaczysz najmniejszg warto$¢ funkcji, o ile taka istnieje.

e Wyznaczysz najwickszg wartosc¢ funkciji, o ile taka istnieje.

Sprawdzisz, czy funkcja posiada warto$¢ najmniejsza.

Sprawdzisz, czy funkcja posiada wartoS¢ najwickszg.

Udowodnisz, ze dana liczba jest najmniejszg wartos$cig funkciji.




e Udowodnisz, ze dana liczba jest najwigksza wartoscig funkcji.



Przeczytaj

Definicja: Najmniejsza wartos¢ funkcji liczbowej

Najmniejszg wartoscig funkcji liczbowej nazywamy najmniejszg z liczb nalezgacych
do zbioru wartosci funkgji, o ile w zbiorze wartosci taka liczba istnieje.

Definicja: Najwieksza wartos$¢ funkcji liczbowej

Najwiekszg wartoscig funkcji liczbowej nazywamy najwiekszg z liczb nalezgcych

do zbioru wartosci funkciji, o ile w zbiorze wartosci taka liczba istnieje.

Funkcja moze by¢ opisana r6znymi sposobami. Pokazemy, w jaki sposéb mozemy
wyznaczy¢ najmniejsza/najwiekszg wartos¢ funkcji w zaleznosci od sposobu opisu

funkciji.

Pomoga nam w tym ponizsze przyklady.

Przyktad 1

Funkcja f opisana jest za pomocg grafu.




Wskazemy najwigkszg oraz najmniejsza warto$¢ funkcji f.

Rozwigzanie

Na podstawie grafu okreslimy zbior wartos$ci funkcji f.

ZW;={-8, —5, —2,1, 4,7, 10, 13}

Analizujac zbior wartosci funkcji f, zauwazamy, Ze funkcja osigga warto$¢
najmniejszg, rowna —8, dla argumentu z = 4 oraz warto$¢ najwiekszg, rowng 13,

dla argumentu z = —3.

Przyktad 2

Funkcja f opisana jest za pomocg tabelki.

x —4,6 ~3,7 —2,8 0 | 1,9 4,2 5,4
F(z) —1 ~1 ~1 0 |1 1 1

Wyznaczymy najwigkszg oraz najmniejsza warto$¢ funkcji f.
Rozwigzanie

Na podstawie tabelki wyznaczymy zbior warto$ci funkcji f.
ZWy={-1, 0, 1}

Zbior wartosci funkcji jest zbiorem zawierajacym trzy elementy.

Funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg, rowng —1, dla trzech argumentow: —4, 6;
-3,7,—-2,8.

Funkcja przyjmuje wartoS¢ najwieckszg, rowng 1, dla trzech argumentow: 1, 9; 4, 2;
5,4.
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Przyktad 3

Funkcja f opisana jest za pomoca zbioru par uporzadkowanych.
{(=3%, =5), (=21, =3), (=% —2), (0, 2), (4, 3); (5% 6)}
Wyznaczymy najmniejsza oraz najwiekszg wartos$¢ funkcji f.
Rozwigzanie

Zapisujemy zbior warto$ci funkciji f.

ZWy={-5, =3, —2,2,3, 6}

Analizujgc zbior warto$ci funkcji f zauwazamy, ze funkcja osigga wartos$¢

najmniejszg, rowng —»j, dla argumentu z = —3% ,a wartoS¢ najwiekszg, rowng 6,

dla argumentu z = 5+.

Powyzsze przyklady pokazaty nam, ze funkcja moze osigga¢ wartoS$¢ najmniejsza oraz

warto$¢ najwiekszg.
Czy kazda funkcja zawsze osigga warto$¢ najmniejszg oraz warto$¢ najwiekszg?

W kazdym z powyzszych przykladow dziedzing funkcji byt zbior skonczony sktadajacy
sie z niewielu elementow.

Zbior wartoSci funkcji rowniez byt zbiorem skonczonym.

W celu wyznaczenia najmniejszej lub najwickszej wartosci funkcji nalezato zapisac

elementy tworzgce zbior wartosci funkcji w porzgdku rosngcym.

Najmniejsza liczba nalezaca do zbioru wartosci byta najmniejszg warto$cig funkcji,
a liczba najwigksza byta najwickszg wartoscig funkcji. Kolejne przyktady pokaza nam
w jaki sposob wyznaczy¢ warto$¢ najmniejszg /najwiekszg funkcji, gdy jest ona opisana

za pomoca wzoru, wykresu lub opisu stownego.

Przyktad 4
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Funkcja f przedstawiona jest za pomoca opisu stownego.

Funkcja f kazdejliczbie rzeczywistej z przyporzadkowuje roznice wartosci
bezwzglednej liczby x i liczby 3. Sprawdzimy, czy funkcja f posiada wartos¢
najmniejszg oraz wartosc¢ najwieksza.

Rozwigzanie

W celu wyznaczenia zbioru wartos$ci funkcji f, zapiszemy wzor tej funkcji oraz

naszkicujemy jej wykres.

Wzor funkcji: f(z) = |z| — 3,gdy z € R.

w

Z wykresu odczytujemy zbior wartoSci funkcji f.

ZWf = <—3, OO)
Zbiorem wartoS$ci funkcji jest przedziat lewostronnie domkniety.

Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna —3, dla argumentu z = 0.
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Funkcja f nie przyjmuje wartos$ci najwigkszej.

Przyktad 5

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru f(z) = —z? + 3, gdy x € R. Sprawdzimy,

czy funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejszg oraz czy przyjmuje wartoS¢ najwieksza.
Rozwigzanie

W celu wyznaczenia zbioru wartosci funkcji naszkicujemy jej wykres.
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Z wykresu odczytujemy zbior wartosci funkcji f.

ZW;y = (—o0, 3).

Zbiorem wartoS$ci funkcji jest przedziat prawostronnie domkniety.
Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowng 3, dla argumentu z = 0.

Funkcja f nie przyjmuje warto$ci najmniejsze;.



Przyktad 6

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru f(z) = sinz, gdy € R. Sprawdzimy, czy

funkcja przyjmuje wartoS¢ najmniejszg oraz czy przyjmuje warto$¢ najwiekszg.
Rozwigzanie
W celu wyznaczenia zbioru warto$ci funkcji f naszkicujemy jej wykres. Jest to

przyktad funkciji, ktorej dziedzing jest zbior nieskonczony i zbiorem wartosci jest

przedzial obustronnie domkniety.

ZW; = (—1, 1).
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\ | /_\
-
- -1/ 2 m/2 m 3m/2 21 omi2 Y
-1

Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg, rowng —1, dla argumentow
r=—75 + 2km gdyk € Z.

Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwiekszg, rowng 1, dla argumentow x = 35 + 2k,
gdy k € Z.
Wazne!
Podsumujmy poznane informacje.
e Jezeli dziedzing funkciji jest zbior skonczony skladajacy si¢ z niewielkiej

liczby elementow, to do wyznaczenia wartosci najwiekszej oraz wartosci

najmniejszej funkciji nalezy uporzadkowac liczby nalezace do zbioru
] JSZ€] ] Yy uporza M q



wartosci od najmniejszej do najwiekszej liczby i wskaza¢ najmniejsza

i najwiekszg wartos¢ funkcji.

e Jezeli dziedzing funkc;ji jest zbior nieskonczony, to funkcja moze nie

przyjmowac wartosci najwigkszej/najmniejszej.

Stownik

zbior wartosci funkgji

zbior liczb, ktore otrzymujemy w wyniku obliczenia warto$ci funkgji dla

wszystkich jej argumentow



Aplet

Polecenie 1

Aplet przedstawia wykresy dwéch funkcji. Przeanalizuj uwaznie przyktady
przedstawione w aplecie. Zmieniajgc potozenia suwakdw oraz zmieniajac dziedzine
funkcji zauwaz, jak zmieniajg sie wartosci najmniejsze oraz najwieksze funkcji.
Odpowiedz na pytanie: czy zawsze funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg oraz wartosc

najwiekszg?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DpxuK7py4

Po analizie przyktadow przedstawionych w aplecie wykonaj ponizsze polecenia.

Polecenie 2
Wyznacz (o ile istnieje) najwieksza oraz najmniejsza wartos$¢ funkcji f(z) = %, gdy
z € (2, 00).


https://zpe.gov.pl/a/DpxuK7py4

Polecenie 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wykresu.

Odczytaj z wykresu najmniejszg oraz najwiekszg wartos$¢ funkciji.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.




Cwiczenie 2

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.
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Cwiczenie 5
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Cwiczenie 8



Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Najmniejsza/najwieksza warto$¢ funkcji

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku zrodet informacii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje w zakresie wielojezycznosci
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

e wyznacza najmniejszg/najwiekszg wartos¢ funkciji (o ile taka istnieje)
o sprawdza, czy podana funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejszg/najwiekszg
» udowadnia, ze podana liczba jest najmniejszg/najwiekszg wartoscia funkciji

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



« metoda diamentowego uszeregowania
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria osiaggnigcia
sukcesu.

2. Uczniowie, pracujac w grupach, metoda diamentowego uszeregowania porzadkujg
poznane dotychczas sposoby wyznaczania zbioru wartosci funkcii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przyktady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj

2. Po uplywie wyznaczonego czasu 1aczg si¢ w pary i porownujg uzyskane informacje.
Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, tworza algorytmy wyznaczania
najwi¢kszej/najmnijszej wartosci funkcji i przedstawiajg je na forum klasy.

3. Uczniowie ogladaja aplet przedstawiajacy sposob wyznaczania najmniejszej/najwieksze;
wartos$ci funkcji opisanej za pomoca wzoru i rozwigzujg samodzielnie wskazane
polecenia.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela i wspolnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.
3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczeg6lnych uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzuja w domu ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.



2. Zadanie dla chetnych:

3

—r3,gdy > —3. Wyznacz jej warto$c¢

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru f(z) =

najwiekszg/najmniejszg (o ile takie istnieja).
Materialy pomocnicze:
Funkcja i jej wlasnosci. CzeSc¢ |
Wartosc¢ funkciji dla danego argumentu
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzystac aplet do pracy w parach lub w grupach. Uczniowie
przygotowuja swoje propozycje, a nastepnie prezentuja je na forum klasy.


https://epodreczniki.pl/a/funkcja-i-jej-wlasnosci-czesc-i/DVgffn6ko?fbclid=IwAR2tjtbuIxn06EUfXC92fZXADlDoE7rMzlGrRbCVIhjBEjnfNYP07PBysMQ
https://epodreczniki.pl/a/wartosc-funkcji-dla-danego-argumentu/DqUPeROFA?fbclid=IwAR0ncwVdmxPNN7Cua7l47qUt39q57gf52ZxYyErj_15iJO8i3FEeGG8OceE

