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Wiasnosci funkcji logarytmicznej f(z) = log, = dla

O<a<l

Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

W dniu 4 kwietnia, w rocznice $Smierci szkockiego matematyka Johna Napiera
(1550 — 1617), obchodzony jest Miedzynarodowy Dzien Napierowski. Szczegolnie
uroczyscie byt obchodzony w 2014 roku, w 400-lecie wynalezienia przez Napiera
logarytmow.

W tym materiale omowimy wiasnosci funkcji logarytmicznej f(x) = log, x, gdy a € (0, 1).
Twoje cele

» Na podstawie wykresu funkcji logarytmicznej okreslisz jej wtasnosci.
e Rozwiazesz nierownos¢ logarytmiczng z wykorzystaniem wykresu.

» Zastosujesz definicje i wlasnos$ci funkciji logarytmicznej do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a € R, \ {1} nazywamy wyktadnik potegi,
do ktorejnalezy podnies$¢ liczbe a, zeby otrzymac liczbe b.

Przy powyzszych zalozeniach mamy zatem: log, b = ¢ < a“ = b.

Funkcje f(z) = log, z, gdziea € R, \ {1} iz € R,, nazywamy funkcjg logarytmiczng
o podstawie a.

Wykres funkcji f(z) = log,  nazywamy krzywg logarytmiczna.

Sporzadzmy wykresy funkcji y = log, z iy = log% x.

Argumenty i wartosci funkcji

1 1 1
y=logyx -3 —2 -1 0 1 2
y=logiz 3 2 1 0 ~1 —2

Z zestawienia w tabeli wynika, Ze warto$ci funkcji dla tych samych argumentow sg liczbami
przeciwnymi.

Widzimy, ze krzywe logarytmiczne o rownaniach y = logy 2 i y = log 1 T s3 symetryczne

wzgledem osi X. Mozemy zapisa¢ nastepujacy zwiazek:
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log, x = —log1 .

Przeanalizujmy teraz wykres funkcji f(xz) =log, z,dla0 <a <1liz € R,.

y M

f(z) =log,
dlal0<a<lizeRy

(1,0)

~Y

Korzystajgc z wykresu funkciji krzywejlogarytmicznejbedacej wykresem funkcji
f(z) =log,zdlaa € (0,1) iz € R, odczytujemy:

1. Dziedzing funkcii jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich R, .

2. Zbiorem wartos$ci funkciji jest zbior liczb rzeczywistych ZW; = R.
3. Funkcja jest malejaca w zbiorze R, .

4. Funkcja ma jedno miejsce zerowe z = 1.
5. Funkcja przyjmuje warto$ci dodatnie (f(x

)>0)dlaz € (0,1).
6. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne (f(x) < 0

ydlaz € (1, +00).

Dla kazdego a € (0, 1) funkcja logarytmiczna jest malejaca w zbiorze R, .

Wynika z tego, ze gdy a € (0,1) tolog, z; < log, x> wtedy i tylko wtedy, gdy 1 > z.
Przyktad 1

Poréwnamy nastepujgce pary liczb:

a) log, , 9,467 ilog , 19, 282,

b) log, 5 8 i log 5 4.

Rozwigzanie:
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a) logy 4 9,467 > log 4 19,282, poniewaz y = log 4 x jest funkcja malejacg i
9,467 < 19, 282,

b) log, 5 8 < logy 5 4, poniewaz y = log, 5 x jest funkcjg malejgca i 8 > 4.

Przyktad 2

Znajdziemy liczby ujemne w zbiorze: {logoz 2; logp100,2; logy412; logg 30, 6}.
Rozwigzanie:

Poniewaz a € (0, 1), funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x > 1.

Liczbami ujemnymi sg zatem: log , 2 i log,, , 12.

Przyktad 3

Rozwigzemy nierownosc: log, 3 ¢ < log 5 5.

Rozwigzanie:

Poniewaz funkcja log 3 x jest funkcjg malejgca, to nierownosc log 3 ¢ < log 3 5 jest

rownowazna nieréwnosci z > 5.

Zatem zbiorem rozwigzan nieréwnosci log, 3 < log 3 5,
jest przedziat (5, 00).

Przyktad 4

Rozwigzemy graficznie nierownosc: log% x> —1.
Rozwigzanie:

W ukladzie wspolrzednych rysujemy wykres funkcji y = log% x oraz prosta o rownaniu

y=—L

Wszystkie punkty krzywejlogarytmicznej o rOwnaniu y = log% x, ktore leza nad prosta

y = —1 maja te wlasnos¢, ze ich pierwsza wspotrzedna spetnia nierownos¢: log% x> —1



yzlog%x

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie nierownosci log% x> —1.
Rozwigzaniem nieréwnosci log% x > —1 jest przedziat (0, 3).
Rozwigzmy teraz t¢ nieréwno$c¢ rachunkowo:

log: x> —1gdzie x € (0, +00).

Zapisujemy (—1) jako log1 3, gdyz (%)_1 = 3.

Otrzymujemy w ten sposob nierownos¢: log 1z > log 1 3.

Poniewaz funkcja logarytmiczna jest malejgca w zbiorze R, gdyz a € (0, 1), stad tez
przechodzimy do rownowaznej nieréwnosci:

T <3,
ktorej rozwigzaniem jest przedziat (—oo, 3).

Poniewaz dziedzing funkcji y = log% zjest z € (0,+00), to rozwigzaniem nieréwnosci

jest:
z € (0,3).
Nierownos$¢ log: > —1 zachodzi dlaz € (0, 3).

Przyktad 5



Jakie wartosci funkcja f(z) = log @ przyjmuje dla z € (5,4)?

Rozwigzanie:

Odczytujemy: f(5) = 1i f(4) = —2.Dlaz € (+,4) funkcja przyjmuje wartosci
flz) € (=2,1).

Potwierdzimy ten wynik drogg rachunkowa:
1) — 1 _1; _ _
F(3) = logy + = 11 f(4) = log, 4 = —2.

Poniewaz funkcja przyjmuje wszystkie wartosci w zbiorze R i jest monotoniczna w swojej
dziedzinie, to ZW; = (—2,1).

Przyktad 6
Dla jakich warto$ci x, wartoSci funkcji f(x) = log% z nalezg do przedziatu (—2,2)?

Rozwigzanie:



Odczytujemy z wykresu, ze dla z € <%, 4> funkcja przyjmuje wartosci z przedziatu
(—2,2).

Potwierdzimy ten wynik drogg rachunkowa.

Jezeli wartosci funkcji f(z) = log 1 2 nalezg do przedziatu (—2,2), to oznacza to, ze

wartosci funkcji spetniajg nieréwnosc:
-2 §log%a:§2ia:€]R+.
Zapisujemy —2 = log% 4i2 = log% %.
Stad nierownos¢ przyjmuje postac:

7

log: 4 <log: x <log: %
2 2 2
ktora jest rownowazna uktadowi nieréwnosci:
log: x < log. % ilog:i = > log. 4.
2 2 2 2
Dla0 < a < 1 funkcja jest malejgca w zbiorze R, .
Otrzymujemy zatem:
T > %ix <4 astadz € <%,4>.

Wartosci funkciji f(z) = log1 z nalezg do przedziatu (—2,2)dlaz € <%, 4).



Stownik
logarytm liczby dodatniej b przy podstawie a

wykladnik potegi, do ktorejnalezy podniesc liczbe a, zeby otrzymac liczbe b; log, b = ¢
wtedy i tylko wtedy, gdy a® = b

dziedzina funkcji
zbiér wszystkich warto$ci zmiennej niezaleznej x, dla ktorych funkcja f(z) jest okreslona

zbior wartosci funkcji

zbior wszystkich wartosci tej funkcii



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca wtasnosci funkgji logarytmicznej f(z) = log, « dla
0 < a < 1 Nastepnie rozwigz zadania i sprawdz odpowiedzi.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbLOUcozm

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego wilasnosci funkeji logarytmicz
f(z) =log,(xz)dla0 < a < 1.

Polecenie 2

Punkt A = (%, 2) nalezy do wykresu funkcji f(x) = log, x. Okresl dla jakich wartosci x
funkcja przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 1).

Polecenie 3

Dana jest funkcja f(x) = log1 x. Wyznacz zbidr wartosci tej funkcji dla = € <21—5, 5>.
5


https://zpe.gov.pl/a/DbL0Ucozm

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1

lle liczb dodatnich jest w zbiorze:
{logy; 0,321; logys; 1; logys 3,21; logyss0,713; logye0,99}?

O 4
O 3
O 1

O 2

Cwiczenie 2

Uporzadkuj rosnaco liczby:
logy; 3
logy, 0,3
log) 3 3

log()’l 0, 321

214

114

O

214



Cwiczenie 3 @

Dana jest funkcja f(x) = log ; . Wybierz zdania prawdziwe:

[ ] Roéwnanie f(z) = 2 jest spetnione dla z = 0, 2.

(] Nieréwnos¢ f(%) < f(z) jest spetniona dla z nalezacego do przedziatu (O, %>

[ ] Nieréwnos¢ f(z) < f(2) jest spetnionadla z € (2, 400).

[ ] Nieréwnos¢ f(z) < f(2) jest spetnionadlaz € (2, +00).

Cwiczenie 4

Dana jest funkcja f(z) = 10g0’5 x. W miejsce kropek wstaw odpowiednie liczby.

1) Nieréwnos¢ f(z) < —2 jest spetnionadla z € (‘ ’ +00).

2) Nieréwnos¢ f(z) > —b jest spetniona dla z € (‘ H ’)

3) Nieréwnos¢ f(z) < 3 jest spetniona dla z €<‘ H ’ +00).
Cwiczenie 5

Dlaz € <4, 2401> funkcja f(x) = log1 x przyjmuje wartosci z przedziatu:
7

O (=3:4)



Cwiczenie 6

Punkt A = (2%, —1) nalezy do wykresu funkcji f(a:) = log, x. Ocen prawdziwos¢
ponizszych zdan.

Zdanie Prawda Fatsz

Podstawa logarytmu jest liczba a = 2 O O

>
Najwieksza wartos¢ tej funkcji dla z € (0, 064; 6, 25) O O
wynosi 2.
Najmniejsza warto$¢ tej funkcji dla z € (0, 064; 6, 25)
wynosi (—2).

O O

Cwiczenie 7 @

Punkt A = (2\/5, —1%) nalezy do wykresu funkcjif(z) = log, . W puste miejsce wstaw

odpowiednie liczby.

3) Jesli punkt C = (11—6, c) nalezy do wykresu tej funkcji to ¢ =

(4] (05 ][8]

Cwiczenie 8 @

Najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = log,  w przedziale <%, 1%> wynosi 5. Najmniejsza

wartos¢ tej funkcji w podanym przedziale to:

O -3

O 1






Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wlasno$ci funkcji logarytmicznej f(x) = log, x dla0 < a < 1
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste

Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje wlasnosci monotonicznos$ci potegowania, w szczeg6olnosci wlasnosci: jesli x < y
oraza > 1,toa” < a¥,za§gdyx < yoraz0 < a < 1,to a” > a¥;

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

V. Funkcje
Zakres podstawowy. Uczen:
2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrodta informaciji lub
kilku zrodet jednoczes$nie;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior wartoSci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty w ktorych funkcja przyjmuje wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wigksze) od danejliczby, najmniejsze i najwieksze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

« kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.



Cele operacyjne:
Uczen:

« sporzadza wykres funkcji f(x) = log, «,

« odczytuje wiasnosci funkcji f(z) = log, = z jej wykresu,

 stosuje definicje logarytmu,

» odczytuje z wykresu funkcji jej wtasnosci,

e wyznacza argument dla danejwartos$ci funkcji i odwrotnie,

» rozwigzuje zadania postugujac sie funkcja logarytmiczng lub jej wykresem,

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow,
e praca z tekstem,
e mini - konkurs zadaniowy.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do internetu,
o tablica interaktywna/rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca

1. uczniowie przypominajg definicj¢ logarytmu,
2. uczniowie, na tablicy rysujg wykres funkcji f(x) = log, =,
3. nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy,



2. kazda z grup otrzymuje zadanie polegajgce na analizie materiatu zawartego w sekcji
Przeczytaj,

3. uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekcji Przeczytaj,

4. nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajac im wskazowek,

5. uczniowie rozwiazuja indywidualnie ¢wiczenia 1-4 z sekcji ,,Sprawdz sie”, nauczyciel
pyta poszczegblnych uczniow o poprawne odpowiedzi. Pozostali uczniowie omawiajg
i argumentujg ich poprawnos¢. W razie watpliwosci, uczniowie przedstawiajg na
tablicy poprawne rozwigzanie,

6. uczniowie, w parach, ogladajg animacje oraz rozwigzuja polecenia 2-3 znajdujgce si¢
pod animacjg. Wybrani uczniowie przedstawiaja poprawne rozwiazania na tablicy,

7. uczniowie pozostaja w parach i rozwigzujg zadania 5-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Nauczyciel nadzoruje prace uczniow i w razie potrzeby podaje podpowiedzi.

8. Mini - konkurs zadaniowy - nauczyciel przedstawia do rozwigzania proste zadania
wzorowane na przyktadach z sekcji Przeczytaj. Trzech ochotnikéw na przemian
rozwigzuje zadania przedstawiane przez nauczyciela. Wygrywa uczen, ktory najlepiej
i najszybciejrozwigze poprawnie zadania.

Faza podsumowujaca:

1. uczniowie okreslajg, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien,

2. nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Wtasnosci funkcji logarytmicznej f(x) = log, x dla
0<a<l).

Materialy pomocnicze:

» Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcii
 Historia i okreslenie logarytmow

» Definicja logarytmu. Wtasnosci logarytmu

» Zadania

» Drzialania na logarytmach. Przyktady

» Wykresy funkciji specjalnych i ich wtasnosci

Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna rowniez wykorzysta¢ w realizaciji lekcji ,Funkcja logarytmiczna”
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