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Mowigc w szkole o Pitagorasie myslimy przede wszystkim o stynnym twierdzeniu. Ale
Pitagoras byl takze filozofem, tworca pitagoreizmu, czyli koncepciji, w ktorej ,wszystko byto
liczbg”. Godlem Pitagorejczykow byt foremny pieciokat gwiazdzisty, zwany dzisiaj
pentagramem, w ktorym linie tworzgce boki piecioramiennej gwiazdy dzielg sie w ztotym
stosunku.

Twoje cele
o Sformutujesz i udowodnisz twierdzenie o liczbie przekatnych wielokata.

» Zastosujesz poznane zalezno$ci do rozwigzywania problemow geometrycznych
i praktycznych.




Przeczytaj

Przekatne wielokata
Definicja: Przekatna wielokata

Odcinki fgczace wierzchotki wielokgta i niebedace jego bokami nazywamy przekatnymi
wielokata.

Wiadomo, ze trojkat nie posiada przekatnych, bo kazdy z odcinkow gczacych dowolne dwa
jego wierzchotki jest jego bokiem. Wiadomo takze, ze w dowolnym czworokacie mozna
poprowadzi¢ dwie przekatne.

Przyktad 1

Rozwazmy figure ztozong z obszaru ograniczonego tamang zwyczajng zamknieta ztozong
z 5 odcinkow (wraz z tg tamang), taka jak na rysunku. To pieciokat, ktory nie jest figura
wypukta.

Zauwazmy, ze wowczas z kazdego wierzchotka mozna poprowadzi¢ dwie przekatne,
a laczna liczba przekatnych jest rowna piec.

Jesli rozwazymy teraz pieciokat wypukly, np. taki jak na rysunku ponizszym, to liczby
przekatnych poprowadzonych z kazdego z wierzchotkéw oraz ich taczna liczba nie
ulegaja zmianie.
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Liczba przekatnych wielokata

Zalezno$¢ miedzy liczbg wierzchotkow wielokata a liczbg jego przekatnych opisuje
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: o liczbie przekatnych wielokata

Liczba przekatnych wielokata jest rowna n(";?’) , gdzie n oznacza liczbe bokow wielokata

(n e Nyn > 2).

Dowad

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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A1 A2

Zauwazmy, ze z dowolnego wierzchotka mozemy poprowadzi¢ (n — 3) przekatne (na
rysunku przekatne z wierzchotka A; sa zaznaczone kolorem czerwonym, z wierzchotka
Aj kolorem niebieskim, z wierzchotka A3 kolorem fioletowym). Wszystkich
wierzchotkéw jest n, wiec jedli z kazdego z wierzchotkow poprowadzimy (n — 3)
przekatne i zaznaczymy je innym kolorem, to tacznie poprowadzimy n - (n — 3)
odcinkow. Kazdy z narysowanych odcinkow jest zaznaczony dwoma réznymi kolorami
(na rysunku odcinek Aj A3), czyli w iloczynie n - (n — 3) jest liczony dwukrotnie.

. . ;. .. ;.. n(n—3 ,
Zatem liczbe wszystkich roznych przekatnych n-kata opisuje wzor (2 ) , co konczy

dowad.

Skorzystamy z ostatniego wyniku do rozwigzania klasycznego problemu liczby meczow,
jakie muszg by¢ rozegrane w fazie grupowej turnieju pitkarskiego.

Przyktad 2

W fazie grupowej turnieju uczestniczy siedem druzyn i kazda druzyna rozgrywa z kazda
inng dokladnie jeden mecz. Ile meczow zostanie rozegranych?

Rozwigzanie

Kazdej druzynie mozemy przyporzadkowac kolejno symbole A1, A2, A3, ..., A7, ktore
z kolei mozemy utozsami¢ z réznymi wierzchotkami pewnego siedmiokata. Wowczas
skojarzenie dwoch druzyn, ktére beda graly mecz, mozna utozsamic z potaczeniem
odcinkiem dwoch dowolnych wierzchotkow tej figury. Zauwazmy jednak, ze w ten
sposoOb otrzymamy nie tylko wszystkie przekatne, ale takze wszystkie boki tego




siedmiokata.
Stad, korzystajac ze wzoru na liczbe przekatnych wielokata, otrzymujemy wyrazenie:

T8y 7=1447=21
Ostatni wynik mozna uogo6lnic¢ na turniej, w ktoérym gra n druzyn:

M n = (252 4 1) = 2

Rezultat ten ma takze proste interpretacje geometryczne, np. opisuje liczbe odcinkow,
ktorymi mozna potgczy¢ dwa sposrod n punktow plaszczyzny, z ktorych zadne trzy nie

sga wspolliniowe.

Stownik
wielokat (n-kat, n-bok)
ptaska figura geometryczna ograniczona tamang zwyczajng zamknietg wraz z tg tamana

tamana

figura geometryczna, ktorg mozna przedstawic jako sume skonczonejliczby takich
odcinkow, ze dowolne dwa odcinki mogg mie¢ co najwyzej jeden punkt wspolny i koniec
kazdego z odcinkow (ew. z wyjatkiem ostatniego) jest poczatkiem nastepnego; tamana,
ktorej kolejne dwa odcinki nie lezg na jednej prostej oraz zaden z jej punktow nie nalezy
do wiecej niz dwoch odcinkow, nazywa si¢ zwyczajng; tamana nazywa si¢ zamknieta, gdy
koniec jej ostatniego odcinka jest poczatkiem pierwszego odcinka; odcinki tworzgce

lamang nazywamy jej bokami, a konce bokow to wierzchotki tamane;
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Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Wybierz szesciokat, a nastepnie w polu wyboru wierzchotka zaznacz jeden

z wierzchotkéw. Obserwuij, jaka jest liczba rysowanych przekatnych. Dokonujac wyboru
kolejnych wierzchotkdéw obserwuj, jaka jest liczba przekatnych prowadzonych z r6znych
wierzchotkow. Czy widzisz zwigzek miedzy liczbg wierzchotkéw a liczbg przekatnych
prowadzonych z danego wierzchotka? Jednoczesnie obserwuj, jaka jest taczna liczba
poprowadzonych przekatnych. Te same obserwacje przeprowadz dla o$miokata, ale zanim
wybierzesz oSmiokat prébuj odpowiedzie¢ na pytanie: ile przekatnych mozna poprowadzi¢

z wierzchotka osmiokata? Zapisz swoje spostrzezenia w postaci stwierdzen dotyczacych relacji
miedzy liczba wierzchotkéw a liczba przekatnych prowadzanych z dowolnego wierzchotka
kazdego z wielokatéw oraztaczna liczba poprowadzonych przekatnych.

Zapisz swoje spostrzezenia w postaci twierdzen dotyczacych dowolnego n - kata.

Polecenie 2

Odpowiedz na pytania:

1) lle przekatnych ma dwudziestokat?

2) Jaki wielokat ma 405 przekatnych?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj stwierdzenie do danego wielokata

Liczba bokow jest réwna liczbie

ciokat
przekatnych SZESCIOoKq
Liczb katnych jest iek d
iczba prze a' nych jes ,o 3 wieksza o czworokat
liczby bokéw
Liczba przekatnych jest dwa razy ..
ciokat
mniejsza od liczby bokéw gt
Liczba przekatnych jest réwna 14 siedmiokat
Cwiczenie 2
Zaznacz prawidtowa odpowiedz.
Pytania Tak Nie
Liczba przekatnych jest
zawsze wieksza od liczby O O

bokow

Istnieje wielokat, ktéry ma

trzy razy wiecej O O
przekatnych niz bokow

Wielokat wypukty ma
wiecej przekatnych niz
wielokat wklesty o tej samej O O
liczbie wierzchotkow

W o$miokacie liczby
przekatnych i bokéw maja O O
sie do siebie tak, jak 5 : 2




Cwiczenie 3

Réznice miedzy liczbg przekatnych wielokata i liczbg jego bokéw okresla wzor

o O O

n-(n—4
O mn=)

Cwiczenie 4

W danym wielokacie uczen rysujac przekatne pominat wszystkie te, ktére wychodzity
z jednego z wierzchotkéw. Po zliczeniu i sprawdzeniu odpowiedzi stwierdzit, ze poprawny
wynik winien by¢ o 11 wiekszy. Dany wielokat byt

dwunastokatem
czternastokatem

jedenastokatem

o O O O

trzynastokatem



Cwiczenie 5

Ocen prawdziwos$¢ kazdego z ponizszych zdan.

Zdanie Prawda Fatsz
Istnieje wielokat, ktéry ma 4
O O
przekatne.

Liczba przekatnych
dziesieciokata jest dwa razy
wieksza od liczby
przekatnych pieciokata.

O O

Liczba przekatnych trapezu
prostokatnego jest rowna
liczbie przekatnych trapezu O O
rownoramiennego.

W osiemnastokacie liczba
przekatnych jest o 115
wieksza niz liczba O O
przekatnych w o$miokacie.

Nie istnieje wielokat, ktory
ma nieparzysta liczbe O O
przekatnych.

Cwiczenie 6

Liczba przekatnych n - kata jest o 27 mniejsza od liczby przekatnych (n + 3) - kata. Wyznacz
n.

Cwiczenie 7 @

Dwie przekatne podzielity dany wielokat na cztery pieciokaty. Wyznacz liczbe przekatnych
tego wielokata.

Cwiczenie 8 @

W turnieju pitkarskim, w fazie grupowej, rozgrywano kazdego kolejnego dnia doktadnie jeden
mecz. Gdyby w grupie zmniejszy¢ liczbe druzyn o 1, to ta faza rozgrywek trwatby o tydzien
krocej. Oblicz ile druzyn grato w fazie grupowej.



Cwiczenie 9

Wykaz, ze liczby przekatnych (n + 1) - kata i n - kata roznig sieo (n — 1).



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przekatne w wielokatach

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

Uczen:

3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje twierdzenie o liczbie przekatnych w wielokgtach do ustalania zaleznosci
miedzy liczbg bokow i przekatnych

» odkrywa zwigzki miedzy liczba przekatnych i liczbg bokow wielokata i stosuje je do
rozwigzywania problemow

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy pracy:

o pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie zastanawiajg sie, z czym kojarzy im sie postac Pitagorasa i pojecie
»ztotejliczby”. Nauczyciel wspomina o pitagoreizmie i nawigzuje do symbolu tej szkoty
filozoficznej (pentagram).

2. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia przekatnej wielokata i omowienie
liczby przekatnych w tréjkgtach i czworokatach.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel precyzuje pojecie przekatnejwielokgta. Uczniowie na przyktadach pokazuja,
ze nie kazdy odcinek Igczacy wierzchotki wielokata jest przekatng. Uczniowie dyskutuja,
czy fakt, ze figura jest wypukta wptywa na liczbe jego przekatnych.

2. Uczniowie, pracujgc w grupach, wykorzystuja aplet geogebry Przekatne wielokata.

3. Nauczyciel steruje dyskusjg, jaka uczniowie prowadzg w trakcie wykonywania ¢wiczen
z uzyciem apletu w takim kierunku, aby samodzielnie odkryli twierdzenie o liczbie
przekatnych wielokata, a nastepnie omawia szkic dowodu tego twierdzenia.

4. Uczniowie rozwiazujgc problem postawiony w Przykfadzie 2. buduja (przy pomocy
nauczyciela) model geometryczny danej sytuacji problemoweji go uogolniajg (dla
dowolnego n); wskazuja na zwigzek miedzy praktycznym zastosowaniem poznanej
zaleznosci i jej geometryczng interpretacja.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.



Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
bytly omawiane w trakcie lekcji.

2. Nauczyciel wskazuje, ze czesto rozwigzanie problemu, ktory pozornie nie jest zwigzany
z geometrig, daje si¢ opisa¢ prostym modelem geometrycznym i odwrotnie.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:
» Wielokaty i ich wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Aplet geogebry Przekatne wielokgta mozna uzy¢ do wprowadzenia pojecia triangulacji
figury.
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