Miary rozproszenia

Rozstep. Rozproszenie wynikow wokot Sredniej. Przyktady rozwigzanych zadan badajacych
rozproszenie wynikéw wokot srednie;j.

Odchylenie przecietne. Odchylenie standardowe. Wariancja liczb. Przyktady rozwigzanych
zadan badajacych warto$¢ odchylenia standardowego.

Zestaw zadan, w tym cze$¢ zadan interaktywnych. Obliczanie odchylenia standardowego
lub wariancji.

Zestaw zadan interaktywnych na obliczenie wariancji, odchylenia standardowego, Sredniej
arytmetycznej.

Zestaw zadan, w tym czeS$¢ zadan interaktywnych. Obliczanie wariancji, odchylenia
standardowego, Sredniej arytmetyczne;.



Miary rozproszenia

W tym materiale zawarte s3 informacje na temat podstawowych miar rozproszenia. Obliczysz rozstep,
odchylenie przecietne, odchylenie standardowe i wariancj¢ zestawu danych.

Przyktad 1
Wtasciciel dwoch sklepow z odziezg, potozonych w réznych miejscach miasta, probuje ustali¢, ktore
bluzki sprzedaja si¢ najlepiej w kazdym z jego sklepow, przy czym bierze pod uwage jedynie cene bluzki.
Chce w ten sposob ustali¢, jaki towar powinien zamowic. Zanotowal, ze podczas ostatniego dnia
w pierwszym sklepie sprzedano kolejno bluzki w cenach (zaokraglonych do pelnych dziesiatek ztotych):
10 zt, 80 z1, 20 zt, 20 z1, 90 zt, 10 z, 90 zt, 80 zt. W tym samym czasie w drugim sklepie sprzedano kolejno
bluzki w cenach (zaokraglonych do peinych dziesiatek ztotych): 50 zt, 50 zt, 40 zt, 60 zt, 50 zi, 40 zt,
60 zt, 50 zt, 50 zi, 50 zt.
Ceny te, po uporzadkowaniu w kolejnosci niemalejacej, zapisal w nastepujacej tabeli:
1 sklep 2 sklep

10 zt 40 zt

10 zt 40 zt

20 zt 50 zt

20 zt 50 zt

80 zt 50 zt

80 zt 50 zt

90 zt 50 zt

90 zt 50 zt

60 zt
60 zt

Zauwazmy, ze Srednia cena zakupionejbluzki oraz mediana sg takie same w obu sklepach.
W pierwszym sklepie




10+10+20+20+80+80+90+90 400

T = =50
8 8
oraz mediana jest rowna
20
20180 _ g,
2
W drugim sklepie
- 40 440 + 50 + 50 + 50 + 50 + 50 + 50 + 60 + 60 500 50
B 10 10
oraz mediana jest rowna
50 + 50
+ = 50.

Na podstawie tych danych mozna wysnu¢ wnioski, ze w obu sklepach sprzedaz wyglada podobnie.

Zilustrujmy jednak te dane na wykresach.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na pierwszym wykresie dane znajduja si¢ w sporej odlegtosci od sredniej z = 50, na drugim skupiaja sie
wokot niej. W pierwszym zestawie danych sa kwoty bardzo mate i bardzo duze w stosunku do Srednie;.
Moze to oznaczac, ze do sklepu przychodzg zaréwno zamozni klienci, jak i wydajacy na ubrania
minimum pieniedzy. W drugim sklepie wigkszos¢ danych jest bliska srednieji medianie. MozZe to
oznaczac, ze klienci drugiego sklepu to ludzie Srednio zamozni, ktorzy wybierajg towar przecigtny, nie
za drogi i nie za tani.

Wiasciciel sklepow prowadzit podobne badanie przez kilka kolejnych dni i wnioski powtarzaty sie.
Zdecydowat si¢ wiec do pierwszego sklepu zaméwic bluzki bardzo tanie i drozsze, za$ do drugiego
takie, ktorych cena jest bliska 50 zt.

Przyktad 2

Pewna firma zajmuje si¢ prowadzeniem szkolen. Po kazdym ze szkolen uczestnicy oceniajg trenera
prowadzgcego szkolenie. Ocena ta jest liczbg catkowitg od 1 (najnizsza ocena) do 10. Jedno ze szkolen,



w ktorym wzielo udziat 20 uczestnikéw, prowadzone bylo przez dwoéch treneréw. Na ponizszym
wykresie przedstawiono otrzymane przez nich oceny.

10

8
=
3 6
o
(]
= ETrener 1
o 4
= Trener 2

2 o ! i

" ] I [l I L l

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ocena

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Obliczmy $rednig ocen, jakg otrzymat kazdy z trenerow.

Trener 1: T = 1-2+2-2+3-1+4-2;—g~1+8-2+9-5+10~5 — 12305 — 6,75

Trener 2: xo = —6'8+72'g+8‘3 = % = 6,75.

Srednia ocen jest taka sama. Wykres natomiast wskazuje na inne rozktady poszczegolnych ocen
jednostkowych. Trener 1 otrzymatl oceny prawie z calej skali. Sg one rozproszone w stosunku do oceny
Sredniej, a wiec czes¢ uczestnikow szkolenia ocenita go bardzo wysoko, a czes¢ bardzo nisko. Trener 2
otrzymat jedynie oceny 6, 7 i 8, a wiec skupione wokot Sredniej. Moze nie jest idealny (nie otrzymat 10),
ale ludziom si¢ na ogét podobat i nie wzbudzat negatywnych odczuc.

Oczywiscie, jezeli zestaw danych jest wiekszy, to trudniej zaobserwowac jego strukture. Do oceny
koncentracji badanych danych stuzg miary rozproszenia. Najprostsza miarg rozproszenia jest rozstep,
czyli roznica pomiedzy najwieksza i najmniejsza wartos$cia.

R = Zmax — Lmin-

Duza zaletg tej charakterystyki jest tatwo$¢ jej wyznaczania. Jednak nie informuje nas ona, jak

w przedziale (Zyin, Tmax) 0 dtugosci R sg roztozone poszczegolne dane. Czy np. sa skupione wokot
jednego punktu, czy rozrzucone w tym przedziale. Rozstep mowi tylko o tym, jaka dtugo$¢ ma najkrotszy
przedzial zawierajacy wszystkie dane.

Przyktad 3
Obliczmy rozstep dla kazdej z wielkosci wystepujacych w poprzednich dwoch przyktadach.

Dla pierwszego sklepu R = 90 — 10 = 80, a dla drugiego R = 60 — 40 = 20. Zauwazymy wiec, ze
roznica w cenie najdrozszeji najtanszej bluzki w pierwszym sklepie wynosi 80 z}, za§ w drugim 20 zt,
czyli jest cztery razy mniejsza. Zatem w drugim sklepie ceny s3 bardziej ,skupione”.



W drugim przykladzie dla pierwszego trenera R = 10 — 1 = 9, adla drugiego R = 8 — 6 = 2. Tutaj
takze rozstep wynikow drugiego trenera jest mniejszy niz pierwszego.

NajczesSciej jednak potrzebujemy dokladniejszej analizy rozproszenia danych. Zauwazmy, ze dla tego
samego rozstepu dane mogg uktadac si¢ bardzo roznie. Na przykiad rozstep w zestawie danych: 1, 3, 3,
3,3,3,3,3,5jestréowny 4 i jest taki sam jak w zestawie: 1, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 5. Jednak w pierwszym
zestawie, poza danymi skrajnymi, wystepuje wielokrotnie ta sama warto$¢ 3, a w drugim zestawie
wystepuja wszystkie wartosci catkowite od 1 do 5 i prawie kazda tak samo czesto. Sprobujemy
skonstruowac taki wskaznik, ktory pozwoli nam odrézni¢ te dwie sytuacje.

Zajmiemy si¢ wiec badaniem odlegtosci kazdej danej od $redniej. Odlegtos¢ miedzy dwiema liczbami na

osi liczbowej to wartoé¢ bezwzgledna roznicy tych liczb. Zatem odchylenie liczby ; od éredniej z, to

ZTq —.’E‘.

Obliczmy odchylenia $rednich cen bluzek z przyktadu pierwszego w kazdym z dwoch sklepow. Wyniki
zapiszmy w tabeli.

I sklep II sklep
Cena Odchylenie od sredniej Cena Odchylenie od $redniej
bluzki z; z; — x| = |z; — 50| bluzki ; z; — x| =|z; — 50|
10 40 40 10
10 40 40 10
20 30 50 0
20 30 50 0
80 30 50 0
80 30 50 0
90 40 60 10
90 40 60 10

Obliczmy teraz srednig arytmetyczng znalezionych odchylen w kazdym ze sklepow.

Wpierwszym sklepie: 40+4O+30+3048»30+30+40+40 — 22;0 — 35.

- i 10410410410 _ 40 _
W drugim sklepie: =———¢—— = T =5.

Obliczone przez nas wielko$ci to tak zwane odchylenia przecietne.



Definicja: Odchylenie przecietne
Odchyleniem przecietnym liczb z;, 3, . . ., ,, nazywamy liczbe
T z|+|e—z|+... e, —
n

Zatem w pierwszym sklepie odchylenie przecig¢tne jest wyzsze niz w drugim, co potwierdza naszg
wczesniejsza obserwacije, ze w pierwszym sklepie ,ceny lezg dalej od $redniej’, a w drugim znajdujq sie
blizej srednie;j.

W statystyce czeSciej od odchylenia przecietnego wykorzystuje sie tzw. odchylenie standardowe.
Definicja: Odchylenie standardowe

Odchyleniem standardowym o liczb x1, 2, . . ., £, nazywamy liczbe

(a:l—:?:)2+(w2—£)2+...+(:cn—§:>2'

n

g =

Kwadrat tej wielko$ci nazywamy wariancjg i oznaczamy symbolem o2, czyli

Wariancja i odchylenie standardowe niosg dokladnie te same informacje. Wygodniejuzywa¢ odchylenia
standardowego, poniewaz wariancja jest podawana w jednostkach kwadratowych, a odchylenie
standardowe doktadnie w tych samych jednostkach, co analizowane dane.

Obliczanie odchylenia standardowego, czy tez wariancji, jest ucigzliwe w sytuacji, gdy z jest liczba
niecatkowitg i ma albo dlugie rozwiniecie dziesi¢tne, albo nawet nieskonczone. Podamy teraz wzor, ktory
sprawia, ze obliczenia sg znacznie wygodniejsze.

Twierdzenie: Wariancja liczb

Wariancja liczb x4, zo, . . ., ,, jest rowna

2 $12+$22+...+$n2 B (—)2
o .

Dowad

Przeksztalcajac wzor z definicji wariancji ,otrzymujemy




2 2 2
x%—2m1-5+<5) +w§—2w2-5+(5> —i—...—i—m%—an-E—l—(E)

Przyktad 4

W tabeli przedstawiono kwoty rachunkow za telefon, jakie zaptacita Malgosia w kolejnych miesigcach.
styczen luty marzec kwiecien maj czerwiec

63 zt 41 7zt 35 zt 67 zt 60 zt 52 zt

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe tych wydatkéw z doktadnoscig do 1 zt. Srednia
wydatkow na telefon Matgosi jest rowna:

7 = SBHALLSSLOTI60452 _ 318 _ 5 (pp)

W kolejnych miesigcach odchylenie od $redniej jest rowne:

styczen luty marzec kwiecien maj czerwiec
Z; 63 zt 41 zt 35 zt 67 zt 60 zt 52 zt
T — 10 12 18 14 7 1

Wariancja jest wiec rowna:

2 2 2 2 2 2
o2 — 10%4+12 +186+14 7241 100+144+32é1+196+49+1 _ 8%4 — 135, (6) ~ 136

a odchylenie standardowe:

oc=vV136 =~ 12.



Przyktad 5

Wyniki pewnego badania umieszczono w tabeli.

Wynik Czestos¢
4 5
5 2
6 4
7 6
8 3

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe w tym badaniu.

Zaczniemy od policzenia $redniej

5-44+2-54+4-6+6-7+3-8 120
54+2+4+6+3 20

= 6.

r =

e sposobl
Obliczymy wariancje, korzystajac ze wzoru podanego w twierdzeniu. W tym celu obliczymy Srednig

kwadratow otrzymanych wynikow

5-4°+2-5244-6°+6-7*+3-8 760
54+2+4+6+3 20

= 38.

2
Stad wariancja jest réwna 0% = 38 — (5) = 38 — 36 = 2 i odchylenie standardowe o = V2.

e sposob II
Obliczymy wariancje, postugujac si¢ definicja. Odchylenia poszczegdlnych wynikoéw od Sredniej

zamieScimy w tabeli.

Wynik z; Odchylenie |z; — E‘ Czestosé

4 14— 6| =2 5

5 5—6/=1 2



Wynik z; Odchylenie |x; — E‘ Czestos¢
6 6 —6/=0 4
7 |7T—6|=1 6
8 |8 — 6] =2 3

Podstawiajgc wyniki do wzoru na wariancjg, otrzymujemy:

s 5-2242.1244.0°+6-12+3-22 40
o= = =

= — =2
5+2+4+6+3 20

Przyktad 6

W pewnej szkole przeprowadzono ankiete, w ktorej zadano uczniom pytanie ,lle ksigzek przeczytates/
ta§ w ciggu ostatnich dwoch tygodni?”. Wyniki ankiety przedstawiono na diagramie.

1 ksigzka
10%

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych wynikow.
Dla otrzymanych wynikéw mozemy przyja¢ nastepujace wagi:

1 ksigzka 2 ksigzki 3 ksiazki 4 ksiazki Suma wag

0,1 0,4 0,3 0,2 1

Srednia wazona otrzymanych wynikow jest rowna



Ty =0,1-1+0,4-2+0,3-3+0,2-4=0,1+0,8+0,9+0,8=2,6.
Liczac wariancje, postuzymy sie wzorem z twierdzenia

5 0,1-1240,4-22+0,3-32+0,2-42

: —(2,6)>=0,14+1,6+2,7+3,2—6,76 = 0, 84.

(o)

Wtedy odchylenie standardowe jest rowne o ~ 0, 92.

Przyktad 7

Michat przeprowadzit doswiadczenie, w ktorym mierzyl m.in. czas ruchu pewnego ciata. Wykonat
doswiadczenie 10 razy i otrzymat nastepujace wyniki w sekundach:

Doswiadczenie Wynik
1 10,23
2 10,45
3 9,98
4 9,67
5 10,05
6 10,14
7 9,48
8 9,92
9 10,31
10 10,26

Wyznaczymy $redni czas ruchu ciata oraz odchylenie standardowe w tym doswiadczeniu.

Zaczniemy od policzenia $redniej



10,23 + 10,45 + 9,98 + 9,67 + 10,05 + 10,14 + 9,48 + 9,92 + 10,31 + 10,26 100,49
10 10

7= =10, 0.

Podstawiajgc do wzoru na odchylenie standardowe dostajemy

\/(10, 23 — 10,049)2 + (10,45 — 10,049) + (9,98 — 10,049) + ... + (10, 31 — 10, 049)> + (10,26 — 10
10

B \/0, 032761 + 0, 160801 + 0, 004761 + ... + 0,068121 + 0, 044521

= 0,2834237111.
10

Cwiczenie 1 o

Jaka wartos¢ liczbowa przyjmuje odchylenie standardowe zestawu liczb: 5, 7, 11, 13? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O 8
O 10
O V10

O 9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2 ©)

Jaka warto$¢ liczbowg przyjmuje wariancja zestawu liczb: 4, 7, 9, 20? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 146
O 36,5
O 10

O 12

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 3 G

Jaka wartosc liczbowa przyjmuje wariancja, jesli odchylenie standardowe pewnego zestawu danych jest
réwne 4v/2? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O 8
O 2v2
O 32

O 2v/2

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 @

Ktory z ponizszych zestawow liczb ma najwieksze odchylenie standardowe? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 1,2,9,10,11
(O 15,15, 15,15
O 10,12,14,12
O 1,2,4,6,7

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5 Q

Potacz w pary te zestawy danych, ktore majg jednakowe odchylenie standardowe.

53,46 15,12,13, 14
52,74 11,13, 14, 16
12,14, 16, 18 15,13,11,9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6 O
Tabela przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie z matematyki przez uczniow

klasy I. Oblicz $rednia i odchylenie standardowe otrzymanych wynikéw, a nastepnie przeciagnij wyniki
w odpowiednie luki.

Ocena 1 2 B 4 5 6

Liczba uczniéw 2 3 7 8 4 1

o= O
4,17 1,22 2,54 1,24 3,48 3,20
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7 o
Diagram stupkowy przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie z matematyki przez uczniow klasy III.

Oblicz srednig i odchylenie standardowe otrzymanych wynikéw, a nastepnie przeciggnij odpowiedzi
w wyznaczone luki.

ucza

8
6
Liczba uczniéw 4
l 2
! 2 -
3
4 5 -

seseng
55t

0

Oceny

$rednia: O
L ]

Odchylenie standardowe: O

2,48 3 1,12 2,94 1,33 3,54

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8 O

Uporzadkuj zestawy danych w kolejnos$ci wzrastajgcej wariancji.

9,4,1,6 s
3,1,7,5 =
8,888 a
1,10,4,12 a
6,6,5,7 a
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9 ®
Uporzadkuj podane liczby rosnaco.
23 a
25 v
3 a
5 v
2 a
3 v
0,8 a
0,88 =

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 O

Uporzadkuj podane liczby malejgco.

32,3 =
293 =
3,223 s

323 a

11 v

3,23 =
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 o

Oblicz odchylenie standardowe podanego zestawu danych: 15,12, 17, 10, 13, 8, 10, 16. Wynik zaokraglij do
catosci, a nastepnie zaznacz poprawng odpowiedz.

o O O

O 1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 O

Tomek kazdego dnia rano, jadac do szkoty, poréwnywat czas przyjazdu tramwaju z informacjg umieszczong na
przystanku. Przez kolejne dni notowat w zeszycie, ile minut spdzniat sie tramwaj. Oblicz, ile przecietnie minut

sp6zniat sie tramwa;.

poniedziatek wtorek sroda czwartek piatek

3,5 min 6 min 2,5 min 0 min 3 min

Uzupetnij ponizsze zdanie, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Tramwaj spdzniat sie przecietnie min.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13 O
Zaznacz takie trzy liczby, dla ktérych srednia jest rowna 7 i odchylenie standardowe jest wieksze od 2,3.

4 OJ00jrOj20] 0 0]

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 14 O

Magda, przygotowujac sie do matury, postanowita sprawdzi¢, ile godzin dziennie przeznacza na nauke. W tym
celu przez dwa tygodnie codziennie zapisywata wyniki w tabeli, a nastepnie zaznaczyta je na wykresie. Oblicz
srednig liczbe czasu poswieconego na nauke i odchylenie standardowe w pierwszym tygodniu, w drugim oraz
w catym okresie dwdch tygodni.

5 o/\
4 \ \ 1 tydzien
3 - \\ —&—1I tydzien

s

pn wt sr czw pt sb nd

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

( )

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 @
Odpowiedz na pytania.

1. Jaka jest wariancja i jakie jest odchylenie standardowe zestawu liczb: 2, 4, 6, 8, 10? Jak zmienig sie
wariancja i odchylenie standardowe, jezeli kazdg z podanych liczb zwiekszymy dwa razy?

2. Srednia arytmetyczna zestawu pieciu liczb: a, b, ¢, d, e jest réwna z,a odchylenie standardowe . Jak
zmienia sie te dwa wskazniki, gdy kazdg z liczb tego zestawu zwiekszymy trzy razy?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16

W pewnej szkole przeprowadzono badanie dotyczace liczby dzieci w rodzinach uczniow. Wyniki
przedstawiono na diagramie.

4 dzieci
10%

3 dzieci
10%

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych wynikéw. Wyniki wpisz w luki.

@ = | |

0'%‘

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17 @

Na lekcji fizyki przeprowadzono doswiadczenie, podczas ktérego mierzono temperature pewnej prébki
umieszczonej w okreslonych warunkach. Wyniki zapisano w tabeli.

Nr prébki Temperatura
1 23,12
2 23,71
3 22,93
4 23,34
5 23,19
6 23,45
7 23,65
8 23,74
9 23,48
10 23,62

Oblicz srednig temperature oraz wariancje i odchylenie standardowe w tym badaniu. Kazdy z otrzymanych
wynikéw wpisz z doktadnoscia do 0, 01.

2 =| |
o = | |

o=

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.






