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£y [ . . Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Od wczesnych klas szkoty podstawowej na lekcjach matematyki rozwigzuje si¢ tzw. zadania
miarowe dotyczace geometrii. Czeste polecenia zwigzane z tym zagadnieniem to “oblicz

oblicz miare kata..” itp. Trudno wyobrazi¢ sobie rozwigzywanie
tego typu zadan bez umiejetnosci obliczania dtugosci odcinka. W tejlekcji przypomnisz

obwdd..”, “oblicz pole...,

sobie, jak obliczy¢ dlugos¢ odcinka umieszczonego w prostokgtnym uktadzie
wspotrzednych.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie jak oblicza¢ dtugos¢ odcinka majac dane wspolrzedne jego
koncow.

o Wykorzystasz wzor na dtugos¢ odcinka do rozwigzywania zadan z geometrii
analityczne;j.




Przeczytaj

Dane sg punkty A = (2 4,y4). Obliczymy dtugoé¢ odcinka A B rozwazajgc jego rozne
potozenie w ukladzie wspotrzednych. Przypomnijmy - dtugo$¢ odcinka oznaczamy |AB|.
Dwie pionowe kreski po obu stronach nazwy to ten sam symbol, ktory oznacza rowniez
warto$¢ bezwzgledna liczby, liczbe elementow zbioru i miare kata. Mozna powiedzie¢, ze
symbol |-| oznacza szeroko pojetg miare. Tym razem to miara dtugo$ci odcinka.

Przypadek I
Odcinek AB jest rownolegly do osi X.

Oznacza to, ze rzedne punktow A i B s3 réwne. Wowczas dlugo$c odcinka A B to warto$¢
bezwzgledna roznicy odcietych tych punktow:

|AB| = |4 — zp| = |z — x 4|

|lxp—x4l, ya=ys
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Przypadek II

Odcinek AB jest rownolegly do osi Y. Oznacza to, ze odciete punktéw A i B sg rowne.
Wowczas dlugo$éc odcinka A B to warto$¢ bezwzgledna roznicy rzednych tych punktow:

|AB| = |ya — ys| = |y — yal.
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Przypadek II1

Odcinek AB nie jest rownolegly do zadnej z osi uktadu wspotrzednych. Oznacza to, ze ani
rzedne, ani odciete punktow A i B nie s rowne. W tym przypadku w celu obliczenia
dtugosci odcinka AB mozemy zastosowac¢ twierdzenie Pitagorasa. Tworzymy zatem trojkat
prostokatny, ktérego przyprostokatne sa rownoleglte do osi uktadu wspotrzednych.

Z rysunku wynika nastepujaca réwnosé \AB!2 = |zp — xA|2 + lys — yA|2

Korzystajgc z wlasno$ci wartosci bezwzgledne;j \a|2 = a? otrzymujemy
2 2 2
[AB[" = (zp — z4)” + (yB — ya)

i dalej

AB| = /(25 — 24)° + (y5 — ya)™
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Przyktad 1
Obliczymy dlugo$¢ odcinka AB o koncach w podanych punktach.

a. A= (2,3),B=(—4,3)
Poniewaz rzedne obu punktoéw sg rowne, mozemy zauwazyc, ze odcinek AB jest
rownolegly do osi X. Aby wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka AB wystarczy obliczy¢
warto$¢ bezwzgledna roznicy odcietych tych punktow. Zatem
AB| = |24 — 25| = [2— (—4)| = 6

b.A=(1,2),B=(1,-5)
Poniewaz odciete obu punktéw sa réwne, mozemy zauwazyc¢, ze odcinek AB jest
rownolegly do osi Y. Aby wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka AB wystarczy obliczy¢
warto$¢ bezwzgledna roznicy rzednych tych punktow. Zatem
AB| = lys —yg| = |2 — (=5)| = 7

c.A=(2,-3),B=(-1,5)
Poniewaz ani odciete, ani rzedne punktoéw A, B nie s3 rowne, wiec odcinek AB nie
jest rownolegly do zadnej z osi ukladu wspotrzednych. Skorzystamy ze wzoru na
dtugos¢ odcinka o koncach, ktorych wspotrzedne sa dane.

|AB| = \/(mB —24)" + (yp —ya)" = \/(—1 —2)* + (5 (-3))° =73

Przyktad 2

Obliczymy pole trapezu o wierzchotkach A(0, 2), B(2,6), C(8,8), D(4,0).

Na podstawie rysunku mozemy podejrzewac, ze odcinki AB i CD s3a rownolegle.
Zweryfikujmy to przypuszczenie wyznaczajgc rownania prostych zawierajacych te
odcinki.
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Poniewaz prosta AB przecina 0§ Y w punkcie (0, 2), wiec jej rownanie ma postac¢
Yy =azx + 2.

Aby wyznaczy¢ wspoétczynnik kierunkowy, podstawimy do réwnania y = ax + 2
wspotrzedne punktu B(2, 6), otrzymujgc rownanie

6 = 2a + 2.
Zatem a = 2, czyli prosta AB ma réwnanie
y=2x + 2.

Aby wyznaczy¢ rownanie prostej C' D, podstawimy wspotrzedne punktow C(8, 8) i
D(4,0) do rownania y = cx + d, otrzymujac uklad rownan

8 =8c+d
0=4c+d

Odejmujac rownania stronami, otrzymujemy
8 = 4c,
c=2.

Mamy wiec

c=2

d=-8
Zatem prosta C'D ma rownanie
y=2x—8.

Poniewaz rownania prostych AB i C'D maja rowne wspoétczynniki kierunkowe, wiec
odcinki ABi CD sg réwnolegte.



W celu wyznaczenia pola trapezu obliczymy dtugosci jego podstaw.

‘AB|:\/(wB_xA)2+(yB_yA)2:\/(2—0)2+(6—2)2:
=v4+16 =20 =25

|CD| =\/(wc—xp)2+(yc—yp)2=\/(8—4)2+(8_0)2:
:\/(8—4)2+(8—0)2:\/16+6 — /80 = 4v/5

Obliczymy teraz wysokos¢ trapezu. Wyznaczymy rownanie prostej AD, podstawiajgc do

rownania

y=kx+m

wspolrzedne punktow A(0,2) i D(4,0). Poniewaz A lezy na osi Y, wigc m = 2. Po
podstawieniu wspotrzednych punktu D, otrzymujemy

0=4k+2,
czyli k = — . Stad rownanie prostej AD to
Y= —% T + 2.

Poniewaz iloczyn wspotczynnikow kierunkowych prostej AD i prostej AB jest réwny —1
, wiec proste te sg prostopadte. Oznacza to, ze odcinek AD jest wysokoscig trapezu.

\AD|:\/(CBA—wD)2+(yA—yD)2:\/(0—4)2+(2_0)2:
=V16+4=+20=2v5

Zatem pole trapezu jest rowne P = (2\/5 + 4\/5) . 27\/5 = 30.

Przyktad 3

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych dtugos¢ odcinka o koncach
A= (2m,m)iB = (—3m,—11m) jest rowna 13.

Korzystajgc ze wzoru na dtugo$¢ odcinka mozemy zanotowac¢ rownanie

\/(—3m — 2m)2 + (—11m — m)2 = 13.

Poniewaz obie strony rOwnania sg nieujemne, mozemy je podnies¢ do kwadratu
otrzymujac réwnanie rownowazne (—3m — 2m)? + (—11m — m)® = 169, ktore
przeksztatca sie kolejno:

(=5m)® + (—12m)* = 169,

25m* + 144m® = 169,

169m* = 169,

m? = 1.

Zatem warunki zadania spelniajg dwie liczby: 1 oraz —1.

Stownik



os$ odcietych

jedna z osi liczbowych tworzgcych uktad wspotrzednych, zwykle pozioma, oznaczana
przez X; podajac wspolrzedne punktow jako pierwszg podajemy wspoirzedna odczytana
z osi odcietych

os rzednych

jedna z osi liczbowych tworzgcych uktad wspotrzednych, zwykle pionowa, oznaczana
przez Y; podajac wspoirzedne punktow jako druga podajemy wspotrzedng odczytang
z osi rzednych



Animacja

Polecenie 1
Zapoznaj sie z animacja. Nastepnie na jej podstawie rozwigz zadania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmYvvcgO6

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej dtugos¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych.

Polecenie 2

Rozwiagz test. Wybierz wszystkie poprawne odpowiedzi.

. D jest kt
Dany jest punkt Dany jest punkt Dany jest punkt aAnz/3je?s)) Ic):;z
A(4,2) oraz dtugos¢ = A(2, 3) oraz dtugos¢ A(4,—1) oraz 0
. . . . dtugosé odcinka
odcinka odcinka |[AB| = 5. dtugos¢ odcinka AB| — 23
|AB| = 3+/2. Zatem Zatem punkt B |AB| = 10. Zatem pelE] = :
.. .. .. Zatem punkt B
punkt B moze mie¢ moze miec punkt B moze mie¢ L
wspoétrzedne: wspbétrzedne: wspoétrzedne: molze miec
wspoétrzedne:
(1) 5) O (6a 0) O (_93 _2) O (4a 7) O

(7) 5) O (Oa6) O (_23 _8) O (5a7) O


https://zpe.gov.pl/a/DmYvvcgO6

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Oblicz dtugo$¢ odcinka AB i wpisz odpowiednie liczby w prawej kolumnie..

Wspobtrzedne koncow odcinka Dtugos¢ odcinka AB

A(1,1), B(4,5)

A(3,10), B(3,7)

A(2,6), B(—3,—6)

A(3,10), B(3, —7)

A(=7,-1), B(—3, 1)

A(—3,5), B(21, -5)

A(-7,-1), B(3,-1)

A(-5,7),B(3,1)

Cwiczenie 2

Potacz w pary wspétrzedne koricdw odcinka AB i jego dtugosc.

A(—2,-1), B(1,8) 3v/10
A(—4,5), B(0,—3) 4v/5
A(-3,5), B(3,3) 2v/10

A(—1,-4), B(2,2) 3v/5



Cwiczenie 3

Rozwigz test. Wybierz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Dtugosc¢ odcinka Dtugos¢ odcinka Dtugosc¢ odcinka Dtugosc¢ odcinka
ABjestréwna5v2 | ABjestréwna 13 ABjestréwnal0 | ABjest réwna 21/5
dla: dla: dla: dla:

A(3,1), A(—4,14), A(-19,-14), A(-8, 7)
B(-2,—-4) U B(1,2) U B(7,11) U B(-3,-10) U
A(—-1,-1), A(1,2), A(7,10), A(-T7, 8)

B(1,3) U B(-11,-3) U B(—20,—14) U B(-3,-10) o

Cwiczenie 4
Oblicz obwéd tréjkata ABC. Wynik wpisz w pole tekstowe.
Obwad tréjkata ABC

Wspétrzedne wierzchotkéw A, B, C
A(-1,-2),B(2£,23),C(9,-2)
A(2,1), B(3,-4%). C(15,1)

A(-2,1), B(-2,-6), C(4,-3)

Cwiczenie 5

Dany jest trojkat ABC, gdzie A(3,0), B(—6,8), C(—2, —2). Zaznacz zdanie prawdziwe.
() Tréjkat ABC jest rownoramienny.

() Tréjkat ABC jest réownoboczny.

() Trojkat ABC jest prostokatny.
@

Cwiczenie 6

Wyznacz rownanie krzywej, ktora jest zbiorem wszystkich punktéw odlegtych o 2 od punktu

S o wspétrzednych (3,4).



Cwiczenie 7 @

Oblicz obwéd czworokata ograniczonego prostymi o réwnaniachy = 3+ ¢ + 1,y = 4+ z — 2
,y= —2xr —4orazy= —x + 1.

Cwiczenie 8 O

Oblicz pole trojkata przedstawionego na rysunku ponizej.

-5 -4 -3 -2 10 1 2) 3 4 5 6

Cwiczenie 9 @

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych odcinek o koricach
A= (m,—2m — 2)i B = (—3m,m + 2) ma dtugos¢ 13.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlugo$é¢ odcinka w ukladzie wspoélrzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
3) oblicza odlegtos¢ dwadch punktéw w uktadzie wspoétrzednych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza dtugos¢ odcinka majac dane wspolrzedne jego koncow,
« analizuje przedstawiony rysunek i wykorzytuje wzor na dtugos¢ odcinka do
rozwigzywania zadan z geometrii analitycznej,

Strategie nauczania:
 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego;
 liga zadaniowa;
o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;



e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegdtowo w temat lekcji: ,,Dlugo$¢ odcinka
w ukladzie wspolrzednych” i jej cele. Moze postuzy¢ sie wySwietlong na tablicy
zawartoscig sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczace ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 2 grupach, metodg tekstu przewodniego - wykorzystujac
odpowiednie tresci z sekcji ,Przeczytaj”

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z animacjg. Nastepnie na jej podstawie rozwigzuja polecenie 2.
Uczniowie zapisujg ewentualne watpliwosci i niezrozumiate aspekty, ktore zostaty
w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

3. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel przypomina temat zajec¢: ,Dlugos¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych”
i podsumowuje przebieg lekcji. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sig jak ..."

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie



mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.
Materialy pomocnicze:
« Dlugo$¢ odcinka. Srodek odcinka
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Dlugo$¢ odcinka w ukladzie wspotrzednych”
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