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Pole powierzchni ostrostupa trojkatnego

Wprowadzenie

Przeczytaj
Animacja 3D

Sprawdz sie

Dla nauczyciela
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Zrodto: Kevin Bergen, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czy siatka ostrostupa moze przybrac ksztalt prostokata? Pomocna w rozwigzaniu moze by¢
kwadratowa kartka. Popatrzmy na rysunek ponize;j.
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Tak jak na rysunku podzielmy kwadrat o wierzchotkach ABCD odpowiednio odcinkami:
EF, ktory taczy $rodki bokow ABi AD oraz odcinkami EC oraz C'F. Zauwazmy, ze



utworzyla sie siatka ostrostupa trojkatnego, ktoérego podstawa jest trojkagt AEF, wysoko$cia
jest odcinek BC' = DC, tak jak na rysunku powyze;j.

Po roztozeniu siatki ostrostupa, na rysunku ponizej, widzimy, ze Sciany boczne: trojkat
EFG jest przystajacy do EFC'i trojkat AFG jest przystajacy do trojkata DFC' i trojkat AEG
jest przystajacy do trojkata EBC, trojkat AEF jest podstawg ostrostupa i jednoczesnie
czescig kwadratu ABCD. Zatem powierzchnia tego ostrostupa trojkatnego jest rowna
powierzchni kwadratu.
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Powyzszy przykiad jest potwierdzeniem wniosku mowigcego, ze wystarczy zsumowac pole
podstawy oraz pola $cian bocznych, aby uzyska¢ pole powierzchni catkowitej ostrostupa
trojkatnego.

Zastanow sie, czy podobng konstrukcje mozna przeprowadzi¢ dla prostokata, ktory nie jest
kwadratem.

Twoje cele

e Obliczysz pole powierzchni ostrostupa tréojkgtnego.
o Wykorzystasz zwigzki trygonometryczne i znane twierdzenia do rozwigzywania
zadan.




Przeczytaj

W tym materiale skupimy si¢ na obliczaniu pola powierzchni ostrostupa trojkatnego.

Ostrostup trojkatny, to taki ostrostup, ktorego podstawg jest trojkat. Sciany boczne
ostrostupa sg trojkatami o wspolnym wierzchotku zwanym wierzchotkiem ostrostupa.
Ostrostup trojkatny jest inaczej nazywany czworoscianem.

Wsrod ostrostupoéw mozemy wyrozni¢ ostrostupy proste oraz pochyle.

Ostrostup nazywamy ostroslupem tréjkatnym prostym, jesli spodek wysokosci ostrostupa
pokrywa si¢ ze srodkiem okregu opisanego na trojkacie bedgcym jego podstawg. Ostrostup
prosty ma wszystkie krawedzie boczne réwnej dtugosci.

Ostrostup trojkatny pochyly nie speinia opisanej powyzej wlasnosci, czesto spodek
wysokosci ostrostupa znajduje sie¢ poza podstawg ostrostupa.
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Jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tworzg z podstawg katy rownej miary, to
spodek wysokosci jest jednakowo oddalony od wierzchotkéw podstawy jest, wiec Srodkiem
okregu opisanego na podstawie.

Jesli wszystkie Sciany boczne tworzg z podstawa katy rownej miary, to spodek wysokosci
jest jednakowo oddalony od krawedzi podstawy jest, wiec srodkiem okregu wpisanego
w podstawe.

Pole powierzchni ostroslupa to suma pola podstawy i pola powierzchni boczne;.
P=P,+ P

P, - pole podstawy

P, - pole powierzchni bocznej, czyli suma wszystkich pol Scian bocznych ostrostupa

Dla czworoscianu foremnego o krawedzi a:

Pole powierzchni P = a?+/3.

Przyktad 1

Podstawa ostrostupa prostego jest trojkat prostokatny rownoramienny, ktérego rami¢ ma
dtugosc 6v/2. Wiedzac, ze wysokos§¢ ostrostupa ma dtugos¢ 8 cm, oblicz dtugosci
krawedzi bocznych oraz pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze ostrostup jest prosty, wiec spodek wysokosci ostrostupa pokrywa sie ze
srodkiem okregu opisanego na jego podstawie. W tym przypadku jest to srodek
przeciwprostokatnej, bo podstawg jest trojkat prostokatny.



javascript:void(0);

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

Wiemy, ze |AC| = |BC| = 6+/2 sa dtugoéciami ramion trojkata prostokgtnego
w podstawie, wiec | AB| = 12 oraz dtugos$¢ wysokosci ostrostupa |SD| = 8,
|AS| = +|AB| = 6.

Zauwazmy, ze |AD| = |BD| = |CD|, poniewaz ostrostup jest prosty. Oznaczmy
|AD| = d.

Punkt S jest spodkiem wysokos$ci ostrostupa, odcinek SD jest prostopadly do AS'i SBi
SC. Dlugos¢ krawedzi bocznej obliczymy korzystajac z trojkata ASD i twierdzenia
Pitagorasa

|AS|> +|SD|* = |AD|?

6% + 8% = d?
d* = 100
d=10

Obliczamy pole podstawy ostrostupa:
—\ 2
P, =4 (6v2) =36

Mamy juz pole podstawy, obliczymy pole powierzchni bocznej, ktora jest sumg pol Scian
bocznych ostrostupa. W tym celu obliczymy pola odpowiednio trojkatow ABD, ACD i
CBD.



Pypp = 5 - |AB|-|DS| = 5 -12-8 = 48

Trojkaty AC'D i CBD sa przystajace oraz rownoramienne.
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Korzystajgc z rysunku pomocniczego obliczymy dlugos¢ h wysokosci tréojkata
ACD.
Odcinek AE jest potowa AC ijego dtugosé wynosi |AE| = 3v/2.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa dla trojkagta AED mamy:
|AE]® + |EDJ” = |AD|?
2
(3v2) +n? =10
h? =100 — 18
h =82
Pacp =+ -|AC|-|[ED| = 1 - 6v2- /82 =641
Obliczymy pole powierzchni bocznej:

P, = Pupp + Popp + Pacp = 48 + 2 - 61/41 = 48 + 124/41

Zatem pole powierzchni ostrostupa:

P=DP,+ P, =36+48 + 12V41 = 84 + 12V/41 = 12(7+ V41)



Przyktad 2

Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat rownoboczny ABC o boku dtugosci 16. Dwie
Sciany boczne s3 prostopadte do podstawy, a trzecia tworzy z podstawa kat o mierze 60°.
Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa ABCD.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

.

Oznaczymy dlugo$¢ wysokosci ostrostupa przez H oraz kat o = 60°.

W trojkacie rownobocznym ABC, odcinek AFE jest jego wysoko$cia, wiec
|AE| = 1553 — 8y/3,

Obliczamy pole podstawy:

P,=1.|BC|-|AE| =1 -16-8\/3 =643

W celu obliczenia powierzchni $cian bocznych wyznaczymy dtugos¢ wysokosci H oraz
dtugos¢ odcinka ED, ktory jest wysokoscig tréjkata BC'D.

Z trojkata AED, ktory jest prostokatny mamy:



|ED| = 161/3

Obliczamy pola scian bocznych:

Pupp = Pacp =+ - |AB|-H = % - 16 - 24 = 192

oraz

Ppop = + - |BC|- |ED| = 4+ -16 - 16v/3 = 128v/3
Obliczamy pole powierzchni catkowitej ostrostupa:
P=P,+ P, =64v3+2-192 + 128v/3 = 384 + 192V/3
Odpowiedz: P = 384 + 192v/3

Przyktad 3

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym Sciany boczne s3 nachylone do podstawy pod
katem a. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna H. Oblicz pole powierzchni catkowitej
ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.
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Wiemy, ze w podstawie ostrostupa prawidtowego jest trojkat rownoboczny, wiec odcinek
EL ma dlugosc:

1 V3 _ a3
[BLl =5 -5 =%

Z trojkata EL D mamy:

tgo = ‘ﬁ| = ffg , “g/g :H-ctga,wigca:2\/§-H-ctga
o

Obliczamy pole podstawy ostrostupa:

_ a2;/§ _ 4-3\/§-Zz-ctgza — 343 . H? -ctga

P,

p

W celu obliczenia powierzchni Scian bocznych wyznaczymy dtugos¢ wysokosci DL,
ktory jest wysokoscia trojkata BC'D.

Z trojkata EL D mamy:

H

sin

sina = |D—Ii|, stad |DL| =

Mamy juz pole podstawy, obliczymy pole powierzchni bocznej, ktora jest sumg pol Scian
bocznych ostrostupa. W tym celu obliczymy pole trojkata BCD.

Ppep=1-|BC|-|DL| =1 a - =1.2V3.H ctga L = HVidsa

sin « sin « sin «

Pb — 3. H2x/§-ctga o 3\/§-H2-ctga

sin o _ sin o

Zatem pole powierzchni ostrostupa:
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P:Pp—{—Pb :3\/§-H2-ctg2a—|— 3V3-Hctga :3\/§,H2(C052a—2i—cosa)

sin a sin” o

Stownik
ostrostup prawidtowy

ostrostup, ktorego podstawa jest wielokat foremny i spodek wysokosci ostrostupa
pokrywa sie ze Srodkiem okregu opisanego na jego podstawie

spodek wysokosci bryty

rzut prostokatny wierzchotka bryly na ptaszczyzne podstawy
ostrostup prawidtowy trojkatny

ostrostup prawidlowy, ktorego podstawa jest trojkat rownoboczny
czworoscian foremny

ostrostup prawidtowy trojkatny, ktorego wszystkie cztery Sciany sg trojkatami

rownobocznymi



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D. Sprobuj samodzielnie rozwigza¢ podane zadania. Sprawdz
poprawnos$¢ Twoich rozwigzan z rozwigzaniami przedstawionymi w animacji. Czy podane

wskazéwki okazaty sie przydatne?

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIASYV23W

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego pola powierzchni ostrostupa tréojkatnego.

Polecenie 2

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego trojkatnego o krawedzi
podstawy dtugosci a = 20 i krawedzi bocznej b = 26.

Polecenie 3

Oblicz, jaka czescig powierzchni szeScianu o boku dtugosci b jest pole powierzchni catkowitej
ostrostupa trojkatnego, ktérego trzy krawedzie o dtugosci b sg parami prostopadte?



https://zpe.gov.pl/a/D1ASYV23W

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Spodek wysokosci ostrostupa trojkatnego jest Srodkiem okregu wpisanego w podstawe.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo
,Fatsz".

Zdanie Prawda Fatsz

Wszystkie $ciany boczne
ostrostupa sg nachylone do
ptaszczyzny podstawy pod O O
tym samym katem.

Wszystkie krawedzie
boczne ostrostupa sg
nachylone do ptaszczyzny O O
podstawy pod tym samym
katem.

Ostrostup jest prosty.

OO
OO

Ostrostup jest prawidtowy.

Cwiczenie 2

Ostrostup jest prosty, a w podstawie ma trojkat prostokatny.
Dokoncz zdanie, wybierajagc poprawna odpowiedz.
Spodek wysokosci ostrostupa jest:

() $rodkiem okregu wpisanego w podstawe.
() $rodkiem przeciwprostokatnej tréjkata w podstawie.

() wierzchotkiem kata prostego tréjkata w podstawie.

() érodkiem ciezkosci tréjkata w podstawie.



Cwiczenie 3

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny réwnoramienny o przyprostokatnej dtugosci
6 cm. Wysokos¢ ostrostupa ma dtugos$é 8 cm, a jej spodek wysokosci jest wierzchotkiem
kata prostego.

Ocen, czy ponizsze odpowiedzi sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie odpowiedzi
prawdziwe.

[J P, =48 + 6v/41 cm?

(] Najdtuzsza krawedz ostrostupa ma dtugos¢ 10 cm.

() P, =18 cm?

[ ] Najdtuzsza krawedz ostrostupa ma dtugos$é 12 cm.
Cwiczenie 4

Podstawg ostrostupa prostego jest trojkat prostokatny réwnoramienny
o przeciwprostokatnej dtugosci 10 cm. Krawedzie boczne majg dtugosé 13 cm.
Zdecyduj, ktére odpowiedzi sg poprawne, a ktore nie, przeciggajac je do odpowiedniej grupy.

Prawda
P, = 60 + 25v/31 cm? ]
Pp = 25\/5 cm? ’
_ 2
Fatsz Py =25 cm ’
P, = 60 + 5v/313 cm? ’




Cwiczenie 5

W pewnym ostrostupie tréojkatnym wszystkie krawedzie maja takg samg dtugosé, réwna 3 cm
. lle wynosi pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() P =643 cm?
() P=9v3 cm?
O Pz%\/g cm?

O P=29%3 cpn?

Cwiczenie 6

Podstawg ostrostupa jest tréjkat prostokatny rownoramienny. Spodek wysokosci ostrostupa
jest wierzchotkiem kata prostego podstawy. Jedna ze $cian bocznych tego ostrostupa jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45° i jej pole powierzchni wynosi P = 36v/2.
lle wynosi pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O P=172V2
O P=108v2
O P=72+36V2
O P=36+72V2



Cwiczenie 7

Podstawg ostrostupa jest trojkat rownoramienny o ramieniu dtugosci 10 i podstawie dtugosci
12. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg dtugosc 7. lle wynosi pole powierzchni
bocznej tego ostrostupa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O P,=20V6+6
O P,=6vV13+20V6
O P,=6V13+20

O P, =20V/13+13V6

Cwiczenie 8 @

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.
W dowolnym ostrostupie prawidtowym tréjkatnym stosunek pola podstawy ostrostupa do
pola powierzchni bocznej jest rowny:

() sinusowi kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.
() nie ma zwiazku z katem nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.
() tangensowi kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.
() cosinusowi kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.
Cwiczenie 9 @

Podstawa ostrostupa ABC D jest tréjkat rownoramienny o podstawie | AB| = bi kacie «
pomiedzy ramionami. Krawedz C' D jest wysoko$cig ostrostupa, a kat nachylenia $ciany ABD
do podstawy ostrostupa jest rowny (. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Biernacka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole powierzchni ostrostupa trojkatnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony. Uczen:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza pole powierzchni ostrostupa trojkatnego;

 stosuje znane twierdzenia w obliczaniu pola powierzchni ostrostupa trojkatnego;

» wykorzystuje zwigzki miedzy odcinkami ostrostupa trojkatnego w celu budowania
rozwigzania zadania;

» wykorzystuje zwigzki trygonometrii w obliczaniu pole powierzchni ostrostupa
trojkatnego.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pokaz multimedialny;
o analiza pomystow;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
e pracainduwidualna;
o praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

» przyklady bryt ostrostupa trojkatnego, modele rzeczywiste lub wirtualne;
o komputery z dostepem do Internetu dla ucznidow i nauczyciela;
» projektor multimedialny;

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytania dotyczace wiasnosci ostrostupow w szczegolnosci
ostrostupa trojkatnego.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie wiasnosci ostrostupa trojkatnego prostego oraz
pochyltego.

2. Podziat klasy na grupy. Uczniowie w grupach analizuja poszczegoélne przyklady
obliczania pola powierzchni ostrostupa tréojkgtnego. Wspoélnie wyjasniaja sposob
rozwigzania opisany w przykladach.

3. Uczniowie takze w grupach lub indywidualnie zapoznajg si¢ z animacja 3D.

4. Nauczyciel poleca, aby uczniowie samodzielnie rozwigzali podane w Animacji 3D
zadania oraz zadania z polecenia 2 i 3.

5. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne w celu utrwalenia
i sprawdzenia nabytych umiejetnosci.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:
Ostrostup i jego wlasciwosci
Wskazowki metodyczne:

W sytuaciji, gdy nauczyciel przewiduje, Ze nie uda mu si¢ zrealizowa¢ wszystkich
zaplanowanych zagadnien podczas jednejlekcji, moze tak zorganizowac lekcje, zeby
animacje 3D wykorzystac jako element pracy domowej. Animacje 3D mozna rowniez
wykorzystac¢ w lekciji ,, Pole powierzchni ostrostupa prawidtowego tréojkatnego” jako kolejny
przyklad zadania obliczeniowego.
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