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Istnieje wiele rodzajow obliczen matematycznych, ktore trudno jest wykonac, korzystajgc
z metod analitycznych. Czasami okazuje si¢ to wrecz niemozliwe. Za przykltad niech
postuza obliczenia catek oznaczonych funkcji, wyznaczanie pol powierzchni figur

o skomplikowanych ksztattach lub dziatania na liczbach niewymiernych.

W takich sytuacjach siega si¢ po numeryczne techniki obliczeniowe. Jednej z nich -
metodzie Monte Carlo - poSwiecimy ten e-materiatl.

Czy potrafisz wskazac¢ inne sytuacje, w ktorych siega si¢ po numeryczne techniki
obliczeniowe?

Podstawowe informacje na temat wyznaczania liczby n metodg Monte Carlo znajdziesz
w e-materiale: Wyznaczanie liczby n metodg Monte Carlo.

W tym e-materiale poznamy specyfike wyznaczania liczby mn metoda Monte Carlo w jezyku
Ct+t.

Jesli chcesz dowiedziec sig, jak to zagadnienie wyglagda w przypadku innych jezykow
programowania, siegnij do e-materiatow:

e Wyznaczanie liczby n metodg Monte Carlo w jezyku Python,
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» Wyznaczanie liczby n metoda Monte Carlo w jezyku Java.
Twoje cele

» Scharakteryzujesz sposoby generowania liczb losowych w jezyku C++.

» Przeanalizujesz, jak losuje sie punkty w obrebie danej figury geometryczne;j.

e Zaimplementujesz algorytm obliczania wartosci liczby m metoda Monte
Carlo w jezyku C++.
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Film samouczek




Problem 1

Napisz program, ktéry wyznaczy przyblizong wartos¢ liczby . Wykorzystaj metode

Specyfikacja problemu:

Dane:

e liczba_prob - liczba préb podczas uzywania metody Monte Carlo; liczba naturalna
wieksza niz 0

Wynik:

e pi - obliczona wartos¢ liczby m; liczba rzeczywista

1 #include <iostream>
2 #include <time.h>
3
4 using namespace std;
'S
6 int main ()
7
8 {
9
10 // tutaj uzupeinij swédj kod
11
12 return 0;
13
14 }




Polecenie 1

Poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym w filmie.

[ A 9

I\%delowanie matematyczne
- metoda Monte Carlo

Wyznaczenie liczby pi
Interpretacja geometryczna algorytmu zaimplementowana w jezyku C++

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RlJa2wxDWkaDZ
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Lekcja poswigecona wyznaczaniu liczby m metodg Monte Carlo w jezyku C++.

Plik o rozmiarze 823.00 B w jezyku polskim

Polecenie 2

Sprawdz, co sie stanie, gdy uzyjesz generatora random_device zamiast generatora
mt19937. Aby przeanalizowac, co sie dzieje, wypisuj w konsoli wszystkie wylosowane punkty.
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Przeczytaj

Generator liczb pseudolosowych

W programowaniu nie mamy dostepu do prawdziwie losowych liczb, dlatego uzywamy
generatorow liczb pseudolosowych. S3 one powtarzalne, co oznacza, ze mozemy

w identyczny sposob powtorzy¢ proces losowania. W jezyku C++ mozemy ustawic ziarno dla
generatora pseudolosowego. Nalezy jednak pamietac, ze implementacja takiego generatora
moze by¢ inna w zaleznosci od kompilatora. Co oznacza, ze powtorzenie procesu losowania
na innym komputerze moze dac¢ inne rezultaty. Ziarno w jezyku C++ mozemy ustawic
funkcja srand() z biblioteki <cstdlib> w nastepujacy sposob:

1 unsigned int ziarno = 15;
2 srand(ziarno);

Ponizej prezentujemy kod, ktory trzy razy wywotuje funkcje wyznaczajaca liczbe m metoda
Monte Carlo. Za kazdym razem przed rozpoczeciem procesu losowania ustawiane jest
jednak inne ziarno.

1 #include <iostream>
2 #include <cstdlib>

using namespace std;

4
5
6 double wyznaczPi(int liczbalLosowan) {
7 int liczbaTrafien = 0;

8

9

for (int i = 0; i < liczbalLosowan; ++i) {

10 // losowe liczby z przedziaitu <-1, 1>

11 double x = 2 * double(rand()) / RAND_MAX - 1,

12 double y = 2 * double(rand()) / RAND_MAX - 1,

13

14 if (x * x+y *y<=1) {

15 ++liczbaTrafien;

16 }

17 }

18

19 double pi = 4 * double(liczbaTrafien) / liczbalosowan;
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21 return pi;

22 }

23

24 int main() {

25 srand(1);

26 cout << wyznaczPi(10000) << endl;
27 srand(2);

28 cout << wyznaczPi(10000) << endl;
29 srand(3);

30 cout << wyznaczPi(10000) << endl;
31

32 return 0;

33 }

Przyktadowe wyniki uzyskane po uruchomieniu programu:

1 3.1464
2 3.1568
3 3.12

Polecenie 1

Przeanalizuj prezentacje, w ktorej poréwnujemy dwa dostepne w jezyku C++ generatory liczb

pseudolosowych.

Wiem juz, w jaki sposéb mozna przeprowadzi¢
symulacje metoda Monte Carlo, wykorzystujac
funkcje rand () z biblioteki <cstdlib>.
Przypomnijmy, ze kod z implementacja takiego
rozwigzania prezentuje sie nastepujaco:

1 #include <iostream>
2 #include <cstdlib>
3

4 using namespace std;
5
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double wyznaczPi(int
liczbaProb) {
int punktyKola = 0;

for (int 1 = 0; i <
liczbaProb; ++i) {
// losowe liczby z
przedziatu <-1, 1>

double losowyX = 2
* double(rand()) /
RAND_MAX - 1;

double losowyY = 2

* double(rand()) /
RAND_MAX - 1;

if (losowyX =*
losowyX + losowyY =*
losowyY <= 1) {
++punktyKola;
}

double pi = 4 *
double(punktyKola) /
liczbaProb;

return pi;

}

int main() |

cout <<
wyznaczPi(10000) << endl;
return 0;
}

Innym (nowocze$niejszym) rozwigzaniem jest
zastosowanie generatora z biblioteki
<random>.



Stwoérzmy generator liczb pseudolosowych. @
Sposréd wielu mozliwosci dostepnych w

bibliotece standardowo zalecane jest uzywanie
generatora Mersenne Twister w wariancie

MT19937. Generatory z biblioteki <random>

mozna zainicjowac ziarnem, podajac je jako

parametr podczas inicjalizacji.

Implementacja generatora MT19937 w jezyku
C++ wyglada nastepujaco:

1 int ziarno = 1;
2 mt19937 generator(ziarno);

W kolejnym kroku implementujemy rozktad
liczb pseudolosowych. W ramach omawianej
biblioteki najwazniejsze dystrybucje, z ktérych
mozemy skorzysta¢ w tym celu, to
uniform_int_distribution<> oraz
uniform_real_distribution<>, czyli
rozktady jednorodne okreslone na liczbach
catkowitych lub zmiennoprzecinkowych.
Podczas inicjalizacji wybranej dystrybucji
podajemy przedziat (obustronnie domkniety),
w ktérym znajdowac maja sie losowane liczby.
Wewnatrz nawiasow okreslamy typ zmiennej,
ktérag bedzie zwracat utworzony rozktad. Linijka
kodu, w ktoérej zapisano jednorodny rozktad
prawdopodobienstwa z przedziatu [-1,1]:

1 uniform_real_distribution<
double> dystrybucja(-1.9,
1.0);



Fragment kodu odpowiedzialny za generowanie w
losowych liczb z utworzonego rozktadu:

1 double losowaliczba =
dystrybucja(generator);

Zastanow sie, w jaki sposdb zmodyfikowac
napisang wczesniej funkcje wyznaczPi(),
wykorzystujac do tego biblioteke <random>.

Przyktadowe rozwigzanie, w ktérym nie <:>
wykorzystano ziarna w celu inicjalizacji

generatora:
#include <iostream>
#include <cstdlib>

#include <random>

using namespace std;
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double wyznaczPi_nowy(int
liczbaProb) {

8 int punktyKola = 0;

9

10 // inicjalizacja
generatora

11 mt19937 generator;

12

13 // inicjalizacja
rozktadu jednorodnego <-1,
1>

14
uniform_real_distribution
dystrybucja(-1.06, 1.0);

15

16 for (int i

=0, 1<
liczbaProb; ++i) {
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// losowe liczby z
przedziatu <-1, 1>

double losowyX =
dystrybucja(generator);

double losowyY =
dystrybucja(generator);

if (losowyX =*
losowyX + losowyY *
losowyY <= 1) {
++punktyKola;

double pi = 4 *
double(punktyKola) /
liczbaProb;

return pi;

int main(int argc, char
*x*kargv)
{
cout <<
wyznaczPi_nowy(100000) ;
return 0;

Zdarzaja sie przypadki, w ktorych chcielibysmy
w losowy sposéb wybra¢ ziarno dla generatora.
W takiej sytuacji stosujemy biblioteke
<random>. Zawiera ona specjalny generator
losowy, ktérego dziatanie opiera sie na
losowosci pochodzacej ze sterownikow.
Generator ten nie nadaje sie do wielokrotnego
uzytku, poniewaz losowos¢ nie zawsze zmieni
sie przed kolejnym uzyciem losowej zmiennej.
W rezultacie moze sie zdarzy¢, ze program
bedzie korzystat z takiej samej liczby losowej



przez dtuzszy czas. Generator taki sprawdza sie,

gdy chcemy ustawi¢ ziarno dla innego
generatora.

Przyktad pokazujacy, w jaki sposéb mozna

zainicjalizowac generator losowym ziarnem:
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©

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

#include <iostream>
#include <cstdlib>
#include <random>

using namespace std;

double wyznaczPi_nowy(int
liczbaProb) {
int punktyKola = 0;

// inicjalizacja
generatora

random_device
generator_ziarna;

// inicjalizacja
generatora z losowym
ziarnem

mt19937
generator(generator_ziarna
());

// inicjalizacja
rozktadu jednorodnego <-1,
1>

uniform_real_distribution
dystrybucja(-1.0, 1.90);

for (int 1 = 0; i <
liczbaProb; ++i) {
// losowe liczby z
przedziatu <-1, 1>
double losowyX =
dystrybucja(generator);

O



20 double losowyY =
dystrybucja(generator);
21

22 if (losowyX =*
losowyX + losowyY =*
losowyY <= 1) {

23 ++punktyKola;

24 }

25 }

26

27 double pi = 4 =*
double(punktyKola) /
liczbaProb;

28

29 return pi;

30 }

31

32 int main()

33 {

34 cout <<
wyznaczPi_nowy(100000) ;

35 return 9;

36 }

‘ Uwaga, zaprezentowane alternatywy moga nie
dziata¢ w $rodowisku Code::Blocks.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przeprowadz 100 razy symulacje dla 1000 losowan. Za kazdym razem zainicjuj generator
losowym ziarnem wedtug opisanej w prezentacji metody. Oblicz Srednig arytmetycznag
uzyskanych wynikow. Nastepnie przeprowadz jedng symulacje zainicjowana losowym ziarnem
dla

Stownik



ziarno

liczba lub wektor stuzacy do zainicjowania generatora pseudolosowego
generator liczb pseudolosowych

podprogram zwracajacy kolejne liczby z deterministycznego ciggu liczb, ktory ma
podobne wilasnos$ci do ciggdéw losowych
Stanistaw Ulam

polski matematyk (ur. 13 kwietnia 1909 r. we Lwowie, zm. 13 maja 1984 r. w Santa Fe),
zaliczany do lwowskiej szkoty matematycznej, posiadajacy wybitny wktad do teorii
mnogosci oraz topologii, tworca metod numerycznych, wspottworca bomby atomowe;j
skala logarytmiczna

rodzaj skali pomiarowej, w ktorej warto$¢ przeksztalcana jest za pomocg funkcii
logarytmicznej, najczesciej o podstawie 2,10 lub e



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1

Za pomoca metody Monte Carlo wyznacz stosunek pola kota wpisanego w kwadrat do pola
tego kwadratu. Uzyj n losowych punktéw. Przetestuj dziatanie programu dlan = 10000.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e N - liczba naturalna

Wynik:

o stosunek pola kota wpisanego w kwadrat do pola tego kwadratu

Twoje zadania

1. Program wypisuje stosunek pola kota wpisanego w kwadrat do pola tego kwadratu.

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
// W tym miejscu napisz implementacje swojego rozwigzania

return 0;
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Cwiczenie 2

Za pomocg metody Monte Carlo wyznacz stosunek objetosci kuli wpisanej w sze$cian do
objetosci tego szescianu. Uzyj n losowych punktéw. Wykorzystaj réwnanie kuli o $Srodku
w punkcie (a, b, ¢):

(—a) +(y—b)"+(z—¢)" <r?
Przetestuj dziatanie programudlan = 10000.
Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna
Wynik:

o stosunek objetosci kuli wpisanej w szescian do objetosci tego szescianu

Twoje zadania

1. Program wypisuje stosunek objetosci kuli wpisanej w szescian do objetosci tego
szescianu.

1 #include <iostream>

2

3 int main() {

4 // W tym miejscu napisz implementacje swojego rozwigzania
5

6 return 9;

7}






Cwiczenie 3

Napisz program, ktéry za pomoca metody Monte Carlo obliczy pole kota. Przetestuj swaj
program dla kota o promieniu r = 2. Wynik wypisz z doktadnoscig do trzech miejsc po
przecinku (nie zaokraglaj).

Specyfikacja:

Dane:

e r - promien kota, ktérego pole nalezy obliczy¢; liczba rzeczywista

Wynik:

e pole kota o promieniu r

Twoje zadania

1. Program oblicza pole kota o danym promieniu metodg Monte Carlo.

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
// W tym miejscu napisz implementacje swojego rozwigzania

return 0;
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Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Wyznaczanie liczby n metoda Monte Carlo w jezyku C++

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) do realizacji rozwigzan problemow prawidlowo dobiera srodowiska informatyczne,
aplikacje oraz zasoby, wykorzystuje rowniez elementy robotyki;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:



h) metode Monte Carlo (obliczanie przyblizonej wartosci liczby 7, symulacja ruchow
Browna),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Scharakteryzujesz sposoby generowania liczb losowych w jezyku C++.

» Przeanalizujesz, jak losuje si¢ punkty w obrebie danejfigury geometryczne;.

» Zaimplementujesz algorytm obliczania wartoSci liczby m metodg Monte Carlo w jezyku
C++.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» Cwiczenia praktyczne;

o dyskusja;

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio.

Przebieg lekcji



Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Wyznaczanie liczby n metodg Monte Carlo w jezyku C++". Nauczyciel prosi uczniow
0 zapoznanie si¢ z treSciami w sekcji ,,Film samouczek”.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnig¢cia w trakcie lekcii.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniéw. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ich
aktualnego stanu wiedzy w obszarze poruszanego tematu, np.
- w jaki sposob dziata metoda Monte Carlo?
- jak za jej pomoca wyznaczyc¢ liczbe n?
Chetni lub wybrani uczniowie udzielaja na nie odpowiedzi.

Faza realizacyjna:

1. Praca z multimedium. Nauczyciel prosi uczniow o przygotowanie i przedstawienie
rozwigzania polecenia nr 1 w ramach problemu 1 z sekciji ,Film samouczek”. W razie
potrzeby, jesli przygotowanie do lekcji jest niewystarczajace, prosi by uczniowie
ponownie zapoznali sie z trescig filmu. Nastepnie uczniowie wykonuja w parach
polecenie nr 2 z tej samej sekciji.

2. Praca z tekstem. Nauczyciel wySwietla zawartoSc sekcji ,,Przeczytaj”. Uczniowie
analizujg treSci zawarte w prezentacji oraz testuja przedstawione tam podprogramy na
swoich komputerach. Nastepnie uczniowie indywidualnie wykonujg polecenie nr 2.

3. Cwiczenie umiejetnoéci. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji
»Sprawdz sie”. Po wykonaniu kazdego z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez
nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia z programowania w C++, zwracajgc uwage na
nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 3 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.



» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy uczniow.



