Rownowazne przeksztatcanie uktadow rownan
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Zrédto: Rainer Bleek, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Aby rozwigzac¢ algebraicznie uktady rownan liniowych, mozemy przeksztatcac je
rownowaznie tak, aby zostaty doprowadzone do najprostszej postaci. Postepujac w ten
sposob, po kazdym przeksztalceniu otrzymujemy uktad prostszy, ale rOownowazny danemu.
Mamy zatem pewnos¢, ze rozwigzanie uktadu rownan, ktory otrzymamy w ostatnim kroku,
jest rozwigzaniem uktadu wyjSciowego.

W tym materiale zajmiemy si¢ twierdzeniami i metodami, ktore pozwalajg nam sprawnie
wykonac takie przeksztalcenia.

Twoje cele

o Sformutujesz definicje uktadu rownan rownowaznych.
o Wskazesz rownowazne uktady rownan.
» Przeksztalcisz uklad rownan tak, aby otrzymac uktad rownowazny.

o Okreslisz przeksztalcenie pozwalajgce uzyska¢ ukiad rownowazny.



Przeczytaj

Definicja: Rbwnania rownowazne
Rownania liniowe nazywamy rownowaznymi, gdy majg ten sam zbior rozwigzan.
Twierdzenie: Réwnania réownowazne

 Jesli w danym réwnaniu upro$cimy wyrazenia znajdujace sie po kazdej stronie znaku
rownosci (opuscimy nawiasy, wykonamy redukcje wyrazow podobnych), to
otrzymane rownanie jest rownowazne danemu.

« Jesli do obu stron danego rownania dodamy te samg liczbe (to samo wyrazenie), to
otrzymane rownanie jest rownowazne danemu.

« Jesli obie strony danego réwnania pomnozymy przez te samg liczbe (to samo
wyrazenie), ktora w dziedzinie rownania nie przyjmuje wartosci rownych zeru, to
otrzymane rownanie jest rownowazne danemu.

Definicja: Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Ukladem réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcije dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac:

a1z + by = ¢
aT + byy = ¢

gdzie:

x oraz y - oznaczaja niewiadome,

a1, ag, by oraz by — wspotczynniki przy niewiadomych odpowiednio x oraz y, przy czym
przynajmniejjedna z pary liczb a; i ay oraz b; i by jest rozna od zera,

c1 1 ¢ — nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem takiego uktadu rownan jest kazda para liczb speiniajgcych jednoczesnie
kazde rownanie danego uktadu rownan.

Przy czym taki uktad rownan moze miec jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele
rozwiazan lub nie mie¢ rozwiazania.

Definicja: Rbwnowazne uktady réwnan



Dwa uktady rownan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy majg ten sam zbior
rozwiagzan.

Przyktad 1

Dany jest uktad rownan

3y—4 — . . . .
L+ = L mnozymy obie strony rOwnania przez 6

W otrzymanym uktadzie rwnowaznym

(z + 3)2 +6- (m — 2y2) =z -3 (2y— 1)2 stosujemy wzory skroconego mnozenia
3-2xr—y)+2-By—4x)=2-(x—1) usuwamy nawiasy

W otrzymanym ukladzie rwnowaznym

{wz +6x+9+6-(z—2y%) =2 —3- (442 — 4y + 1) usuwamy nawias
6x — 3y + 6y — 8 = 2x — 2 redukujemy wyrazy podobne

W otrzymanym ukladzie rwnowaznym

z? + 6z + 9 + 6z — 12¢? = 22 — 129? + 12y — 3 redukujemy wyrazy podobne
—4x 4+ 3y = -2

W otrzymanym uktadzie rwnowaznym

12x — 12y = —12 dzielimy obie strony roOwnania przez 12
—4zr + 3y = -2

OtrzymaliSmy uktad rownan
z—y=-—1
—4z + 3y = -2

rownowazny do uktadu




=5
Rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb {:)3 6 (sprawdz).
y =
Nie jest to jednak tatwe do odgadniecia. Dzieki twierdzeniom, ktore sg przedstawione
ponizej, mozemy bez problemu wyznaczyc¢ takie rozwigzanie.

Twierdzenie: Rbwnowazny uktad réwnan

Jesli z jednego uktadu rownan wyznaczymy jedng niewiadoma jako funkcje drugiej
i otrzymane wyrazenie podstawimy do drugiego rownania, to uktad rownan ztozony
z pierwszego rownania i tak przeksztalconego drugiego rownania jest rownowazny

danemu.
Przyktad 2
=15 =15 —
Dane s3 uktady réwnan Ty oraz 4 y
T—y=1"1 15-y—y=

Na podstawie powyzszego twierdzenia sg to uktady rownowazne.
Sprawdzimy prawdziwosc¢ tej tezy.

xr=15—y

15—y—y="7 mozemy tatwo obliczy¢, ze y = 4.

Z drugiego rownania uktadu rownan {

Wtedy, podstawiajgc te warto$¢ do pierwszego roOwnania, otrzymujemy x = 11.

rz=11

Zatem rozwigzaniem drugiego uktadu rownan jest para liczb { 4
y =

z+y=15

Sprawdzimy, czy para ta spelnia pierwszy uktad rownan { 7
T—Yy=

. L je=11 . o , :
Podstawiamy podane wartosci { 4 W miejsca niewiadomych w rownaniach

sktadowych i sprawdzamy, czy lewe strony sa rowne odpowiednio prawym stronom tych
rownan.

L2:$—y:11—4:7:P2

Tr =
A wiec paraliczb { 4 spelnia rowniez pierwszy uklad rownan.

sg wiec rownowazne.

=15 =15 —
Zgodnie z definicjg uktady {93 Ty oraz {:)3 J

x—y=1"1 15 —y—y="7



Przyktad 3

—3Jy+z=14

Dany jest uktad rownan {233 43 (zdy) = -2

Przeksztalcajgc rownowaznie jego rownania sktadowe oraz stosujgc powyzsze
twierdzenie, otrzymamy kolejne uktady rownowazne i znajdziemy spetniajgca go pare
liczb.

—3y+zx=14
20 +3- (z+y) =2

Z pierwszego rownania wyznaczamy niewiadomg .

Drugie rownanie przeksztalcamy rownowaznie, opuszczajac nawias i redukujac
wyrazenia podobne po lewej stronie roOwnania.

=14+ 3y
2¢ + 3z + 3y = —2

=14+ 3y
o + 3y = —2

Wyznaczony w pierwszym réwnaniu x, podstawiamy do drugiego réwnania. Zgodnie
z twierdzeniem, otrzymujemy uktad rownowazny.

=14+ 3y
5-(14+3y) +3y=—2

Pierwsze rownanie przepisujemy, a drugie rozwiazujemy, przeksztatcajgc rownowaznie,
opuszczajgc najpierw nawias, a nastepnie redukujgc wyrazy podobne.

x =144 3y

70 + 15y 4+ 3y = —2
=14+ 3y

70 + 18y = —2

x =14+ 3y

18y = —72]:18
=14+ 3y
y=—4

Obliczong w ten sposob warto$¢ niewiadomej y, wstawiamy do pierwszego rownania,
ponownie korzystajgc z podanego wyzej twierdzenia.

Rozwigzujemy rownanie, obliczajgc warto$¢ niewiadome;j .



y=—4

=2
y=—4

Rozwigzaniem danego w przyktadzie uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

{x:=14+4%(—4)

“Sy+e=14 jest para liczb z=2
2a:—i—3-(zr:—|—y):—2J P y=—4
Przyktad 4

2z — 3y =11 {2:0—33/:11
z
)

Dane s3 uktady rownan {_2m by = — 0z +2y—6°

Sprawdzimy, czy zgodnie z powyzszym twierdzeniem sg to uktady rownowazne.

2z — 3y = 11

0z + 2y = 6 mozemy fatwo obliczy¢, ze y = 3.

Z drugiego rownania ukladu rownan {

Wtedy, podstawiajac te warto$¢ do pierwszego rownania, otrzymujemy

2r —3-3=11
y=3
{2:5:20

y:

{:c:10
y:

=10
Zatem rozwigzaniem drugiego uktadu réwnan jest para liczb {33

y=3

2¢ — 3y =11

Sprawdzimy, czy para ta spelnia pierwszy uktad rownan {_ % + by — —5°

: =10~ .
Podstawiamy w tym celu, podane wartosci q W miejsca niewiadomych

w rownaniach skladowych i sprawdzamy, czy lewe strony sg rowne odpowiednio
prawym stronom tych rownan.

Li=2x—-3y=2-10-3-3=11=P;

Ly=-2zx+5y=-2-10+5-3=-5=P,

=10
A wiec paraliczb {zr: 3 spetnia rowniez pierwszy uktad rownan.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

sq wiec

2z — 3y =11 2z -3y =11
Zgodnie z definicjg uktady rownan { vy 5 raz { Ty

—2z + 5y = — Oz 42y =26
rownowazne.

Zauwazmy, ze w powyzszym przyktadzie drugie rownanie w drugim ukladzie jest sumg
rownan z pierwszego uktadu. Zanotujmy spostrzezenie:

Jesli obie strony kazdego z rownan (lub jednego z nich) danego uktadu réwnan
pomnozymy przez dowolne liczby rézne od zera, a nast¢pnie rownania te dodamy
stronami i tak otrzymanym rownaniem zastgpimy jedno z rownan uktadu, to otrzymamy
ukiad rownan rownowazny danemu.

Przyktad 5

\/§m+\/§y: \/5.

Dany jest uktad rownan _
V6 + y=1

Przeksztalcajgc rownowaznie rownania skladowe oraz stosujac powyzsze twierdzenie,
otrzymamy kolejne uktady rownowazne i ostatecznie znajdziemy zbior rozwigzan
wyjsciowego ukiadu.

Obie strony pierwszego rownania mnozymy przez (—\/5) .

—\/E:c—2y:—2
\/E:B+y:1

Rownania dodamy stronami i tak otrzymanym roéwnaniem zastgpimy pierwsze z rownan
uktadu.

Otrzymany uktad rownan jest, zgodnie z twierdzeniem, rownowazny danemu.

{—2y+y:—2+1
\/Ea:+y:1

Redukujac wyrazy podobne, rozwigzujemy pierwsze rownanie.
Woe
V6 + y=1

Obliczong w ten sposob warto$¢ niewiadomej y, wstawiamy do drugiego rownania
i obliczamy warto$¢ niewiadomej .

e
Vézr+1=1



y=1
Véz =0
y=1
z=0
Rozwigzaniem danego w przyktadzie uktadu rownan liniowych {

\/gw—i—yzl

=20
ara liczb .
—

Przyktad 6

Wroc¢my do uktadu rownan z Przyktadu 1:

— +2- (z —2¢%) :%az2—(2y—1)2

Yy 3y—dz _ z-—1
2 + 3 T 73

Przeksztalcajgc rownowaznie jego rownania sktadowe, doprowadziliSmy uktad do
prostszej postaci:

z—y=-—1

—4r + 3y = —2
Stosujac przedstawione w materiale twierdzenia mozemy znalez¢ jego rozwigzanie.
I METODA:

Wyznaczamy z pierwszego rownania niewiadomg x i podstawiamy do drugiego
rownania.

Drugie rownanie przeksztalcamy rownowaznie, opuszczajac nawias i redukujgc
wyrazenia podobne po lewej stronie rownania.

z=y—1
—4-(y—1)+3y=—-2

\/§w+\/§y:\/§

jest



Obliczong w ten sposOb wartos¢ niewiadomej y, wstawiamy do pierwszego rOwnania
i obliczamy wartos¢ niewiadomej x.

r=6-—-1
y==6
r=2>5
y==6
II METODA:

z—y=-—1
—4x + 3y = —2
Obie strony pierwszego rownania mnozymy przez 4.

4 — 4y = —4
—4x 4+ 3y = -2

Rownania dodamy stronami i tak otrzymanym réwnaniem zastgpimy drugie z rownan
ukitadu. Otrzymany uktad réwnan jest, zgodnie z twierdzeniem, rOwnowazny danemu.

z—y=—1
—4y+3y=—-4-2

Redukujac wyrazy podobne, rozwigzujemy drugie réwnanie.

zT—y=-—1
—y=—6

z—y=-—1
y==6

Obliczong w ten sposob wartos$¢ niewiadomej y, wstawiamy do pierwszego rOwnania
i obliczamy warto$¢ niewiadomej .

T—6=-1
y==6

T=29
y==6
Rozwigzaniem ukladu réwnan

2
(et3) ;3) + 2. (m — 2y2) = %m2 — (2y — 1)2

2z—y + 3y—4x _ ozl

jest para liczb {x -
2 3 3

y:




Stownik
uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktad réwnan postaci:

a1x+biy=-c
ar + by = ¢’

gdzie przynajmniejjedna z pary liczb a; i as oraz b; i bs jest rozna od zera

réwnowazne uktady réwnan

uktady rownan, ktore majg ten sam zbior rozwigzan



Gra edukacyjna

| Polecenie 1

Zagrajw gre. Twoim zadaniem bedzie polgczenie ze sobg rownowaznych uktadoéw rownan.
Nazwij wykonane przeksztalcenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D1G3CXbaF
Polecenie 2

Wykonaj domino matematyczne (10 kamieni) z rownowaznymi uktadami réwnan tak, aby
utworzyty zamkniety uktad. Przekaz je grupie uczniéw z Twojej klasy. Okresl jakie

przeksztatcenie zostato wykonane.


https://zpe.gov.pl/a/D1G3CXbaF

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Jesli z jednego réwnania uktadu réwnan wyznaczymy jedng niewiadomga i otrzymane
wyrazenie podstawimy do drugiego réwnania, to uktad réwnan ztozony

U Z pierwszego rownania i tak przeksztatconego drugiego rownania jest rownowazny
danemu.

Jesli obie strony pierwszego z rownan danego uktadu rownan pomnozymy przez
liczbe ujemna, a nastepnie rownania te dodamy stronami i tak otrzymanym

U rownaniem zastgpimy jedno z réwnan uktadu, to otrzymamy uktad réownan
rownowazny danemu.

0 Jesli zamienimy kolejno$¢ rownan w uktadzie, to otrzymany uktad nie jest
rownowazny danemu.

0 Jesli obie strony pierwszego réwnania danego uktadu réwnan pomnozymy przez
liczbe ré6zng od zera, to nie otrzymamy uktadu rownowaznego danemu.

0 Jesli kazde z réwnan uktadu przeksztatcimy rownowaznie do najprostszej postaci, to
otrzymamy uktad rownowazny danemu.




Cwiczenie 2

Potacz w pary rownowazne uktady réwnan .

{(w1)2+(y+1)2=w2+y2+4
(z—2)(z+2)+y=(z—3)

{2-(a:+6)+3-(y—|—2):5
r+y—2-(x—2y)=4

{2333/ _ 3= _ 4
2 3 _
z Y _ L

- =

5 20

5 — Ty =16
o +y = 30

—zrz+y=1
6x +y=13

y==6
4 —d5y =1

2c +18+3y=2>5
c+y—2x+4y=4



Cwiczenie 3 @

Utéz rownowazne uktady réwnan w kolejnosci zgodnej z opisanymi przeksztatceniami.

1. Mnozymy przez 2 obie strony pierwszego réwnania.

2. Dodajemy réwnania stronami i zapisujemy tak otrzymane réwnanie jako pierwsze réwnanie
w uktadzie. Drugie réwnanie pozostaje bez zmian.

3. Redukujemy wyrazenia podobne w pierwszym rownaniu. Obliczamy wartos¢ niewiadomej y

4. Podstawienie otrzymanej wartosci y do drugiego rownania. Zmiana kolejnosci réwnan
w uktadzie.
5. Obliczamy wartos$c¢ niewiadomej x.

—0,5z + 2y = 10
T+ 3y =22

{4y+3y:20—|—22
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Cwiczenie 4

Przyciagnij opis przeksztatcenia, jakie nalezato wykonac, aby otrzymac kazdy kolejny
rownowazny uktad réwnan.

r—oxr—oy—1l0=8—x—4y T+y=
”{7’5 3 3 10 8 4 9999 77{” 3 18 9299
—2x — 3y = 16 ot 2z —3y=16
n{n Y= 18 — 3z 9999 ”{» Y= 18 — 3z 9999 n{ny: 18 — 3z
—2x—3-(18—3z)=16 = -~ —2z—54+92=16 Tx =170
y = — €T Tr = Tr =
”{77 18 3 9299 ”{77 10 9299 ”{77 10 9299
z =10 Tt y=18-3-10 = "t y=-—12
Przeksztatcenie » [ br—3-(z+y)—10=8— (z+4y),,
i —2z —3y=16
,{,,5x—3x—3y—10:S —x -4y,
—2x—3y=16
7{7’ 3w _|_ y = 18 Y]
—2z — 3y =16
7{77 y = 18 - 3:;6 299
—2z —3- (18 — 3x) =|16
7{” y:18_3$ 299
—2x — 54 +9x = 16
7{”y =18 — 3xma
Tx="T70
a{”y =18 — 333””
z =10
x =10

99

{y:18—3-10

,y £ =10
U,
y=—12

99

79

’



Cwiczenie 5

Dany uktad réwnan przeksztatcano rownowaznie, tak aby doprowadzi¢ go do najprostszej

postaci i uzyskad jego rozwigzanie.
Podaj poprawng kolejnos$¢ zapisu.

2z—y  2y—x 1
3 2~ 6
2-(z+y)—-3-(y—z)=—-4

€r = —

QQ

dr —2y—6y+3x =1
br —y = —4

2-2z—y)—3-2y—2)=1
2z + 2y — 3y+3x— —4

—33z = 33
y=>5x+4
y=>5-(-1)+4

Tr —40x — 32 =1
y=>5x+4

Tr —
y=

Tz - (bz +4) =

-
{
o
b
-
{
e
b
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Cwiczenie 6

Dany uktad réwnan przeksztatcano rownowaznie, tak aby doprowadzi¢ go do najprostszej

postaci i uzyskad jego rozwigzanie.
Podaj poprawng kolejnos$¢ zapisu.

{(w—3)2—(y—2)2Z(w—y)(w+y)+9
6-(z+y) =1

6z +4y =14
6z + 6y =1

dy+6y=4+1
6z + 6y =1

10y =5
6x + 6y =1

22 —6r+9—yP+dy—4=2>—¢*+9
6z + 6y =1

(v
{
{
{
-
b
(v
(o

_1
3

6r+4y+5=9
6z + 6y =1

r =

=)

Y=
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Cwiczenie 7

Przeksztat¢ rownowaznie uktad rownan do najprostszej postaci. Podaj rozwigzanie tego
uktadu.

Cwiczenie 8

Znajdz rozwigzanie uktadu réwnan, dodajac do siebie odpowiednio przeksztatcone jego
rownania sktadowe.

{(2w3)2(1293)2=3-(y+1)
y-4°-B-9'=2-(z+2)



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownowazne przeksztalcanie ukladow rownan
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:

formutuje definicje rownowaznych uktadoéw rownan

wskazuje rownowazne uktady rownan

przeksztatca uktad réwnan tak, aby otrzymac uklad réwnowazny

okresla przeksztalcenie pozwalajgce uzyska¢ uktad rownowazny

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
o dyskusja
o JIGSAW

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetnosci zwigzane
z pojeciem rownania rownowaznego oraz przeksztatceniami rownan rownowaznych.
3. Przedstawiciele grup krotko przypominaja zasady rownowaznego przeksztalcania
rownan.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klas¢ na trzy grupy - uczniowie pracujg metoda JIGSAW.
2. Kazda grupa pracuje nad innym rodzajem rownowaznych przeksztatcen uktadow
rownan.
o Grupal
Rownowazne przeksztatlcanie rownan wchodzgcych w sktad uktadu rownan.
Uczniowie mogg skorzystac z czeSci teoretycznej oraz Przyktadu 1.
o Grupa?2
Rownowazne przeksztatcanie uktadu rownan poprzez wyznaczenie jednej
niewiadomejjako funkcji drugieji podstawienie otrzymanego wyrazenie do
drugiego rownania. Uczniowie moga skorzystac z czesSci teoretycznej oraz
Przykladu 2 i Przyktadu 3.
o Grupa3d
Rownowazne przeksztatcanie uktadu rownan poprzez pomnozenie obu stron
kazdego z rownan (lub jednego z nich) danego uktadu przez dowolne liczby



rozne od zera, a nastepnie dodanie tych rownan stronami i zastgpienie tak
otrzymanym rownaniem jednego z rownan uktadu. Uczniowie mogg
skorzystac z czg¢sci teoretycznej oraz Przyktadu 4 i Przyktadu 5.

3. Uczniowie tworzg trzyosobowe grupy - w ich sktad wchodzi jeden z przedstawicieli
kazdejz poczatkowych grup. Przedstawiciele grup prezentuja poznang metode,
przekazuja sposoby jej zastosowania.

4. Uczniowie ponownie 13czg si¢ w grupy wyznaczone na poczatku zaje¢. Wymieniajg si¢
uzyskang wiedzg, graja wspolnie w gre edukacyjng i rozwigzuja ¢wiczenia
interaktywne.

5. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krétko podsumowuje najwazniejsze informacje
z lekcij.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdgzyli wykonac na lekcji.
Materialy pomocnicze:

» Rozwigzywanie rownan pierwszego stopnia z jedng niewiadoma
» Uktad dwoch rownan liniowych

Wskazowki metodyczne:

Gra edukacyjna moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia wiadomosci z lekcji
oraz podczas lekcji omawiajgcych poszczegdlne metody rozwigzywania uktadow rownan.


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-rownan-pierwszego-stopnia-z-jedna-niewiadoma/D1CZfm7Jp
https://epodreczniki.pl/a/uklad-dwoch-rownan-liniowych/D1EPEzARa

