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(( W matematyce raz udowodnione twierdzenie na zawsze zachowuje
Swojg prawdziwosc.

Roman Sikorski (1920 — 1983) - polski matematyk

Zawarto$¢ tego materiatu pozwoli Ci na utrwalenie i rozwiniecie umiejetnosci zwigzanych
z logarytmami. W przyktadach pokazane s3 zastosowania twierdzenia na logarytm iloczynu,
twierdzenia na logarytm ilorazu, twierdzenia na logarytm potegi. Czyli twierdzen, ktore
powinny by¢ Ci juz znane. Przypomnimy sobie tez przydatne wzory, wynikajgce
bezposrednio z definicji logarytmu.

Zapoznajac si¢ z zamieszczonymi w materiale przyktadami, staraj si¢ je najpierw rozwigzac,
a dopiero nastepnie poréwnaj z proponowanym rozwigzaniem. Przedstawione rozwigzania
celowo nie sg w kazdym przypadku najprostsze, aby sprowokowac Ci¢ do poszukiwania
efektywniejszych rozwigzan.

Materiat dotyczacy rozwigzywania prostych nieréwnosci logarytmicznych wykracza nieco
poza obowigzkowe tresci wynikajgce bezposrednio z podstawy programowej, ale



wiadomosci dotyczgce tych zagadnien mogg Ci sie przydac przy okreslaniu wiasnosci
funkcji logarytmicznej i jej zastosowaniach.

Twoje cele

o Wykorzystasz wzor na logarytm potegi, przeksztatcajgc wyrazenia zapisane za
pomoc3 logarytmow.

e Rozwiniesz umiejetnosci zamiany sumy (réznicy) logarytméow na logarytm
jednomianu.

» Przeksztalcisz wyrazenia arytmetyczne zawierajace logarytmy.

» Zapiszesz w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajac z poznanych
wzorow logarytmicznych.

» Dobierzesz odpowiednig strategie, rozwigzujgc nietypowe problemy matematyczne
zawierajgce logarytmy.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnijmy, ze nie obliczamy logarytmow z liczby 0 i liczb ujemnych, gdyz
potega a” (dlaa > 0, a # 1) nie przyjmuje ani wartosci rownej0, ani wartosci ujemnych.

Kilka przydatnych wzorow, wynikajacych bezposrednio z definicji logarytmu.
Jeslia > 0,a # liz > 0to:

log,1=0 log,a =1 alo8:.® = g
Przyktad 1

Zapisane powyzej wzory wykorzystamy obliczajgc wartoS¢ wyrazenia
W =log,;1-logg 9 — log, (\/Z) + +/5logs8,

Zauwazmy najpierw, ze
log.1 =0
10g2 (\/Z) = ].Og2 2 = 1

\3/ 510g58 = \3/§ = 2
Wynika stad, ze
W=0-logg9—-1+2=1

Przyktad 2

Wykazemy, ze warto$¢ wyrazenia M = 1/ 4971874 jest liczba wieksza od 1, 5.
Zapiszemy najpierw wyrazenie 491 71°674 w prostszej postaci.

W tym celu skorzystamy z podanych wyzej wzorow, z twierdzenia o logarytmie potegi
i twierdzenia o logarytmie ilorazu.

491-logr4 _ 72-2log; 4 _ rlog;49-log; 16 _ rlog; 15 — 49
- — 16

Wracamy do obliczania wartosci wyrazenia W.

W=4/5o=1=175

Warto$¢ wyrazenia W jest réwna 1, 75, zatem jest wieksza od 1, 5, co nalezato wykazac.




W przyktadzie 2 korzystaliSmy ze wzorow, wynikajacych z poznanych wczes$niej twierdzen.
Zapiszemy je teraz w tabelce.
JeSlia > 0,a# 1,2 > 0,y > 0,p € R to:

log, « + log, y = log,(z - y) log, z — log, y = log, (%) p - log, x = log, =

Pokazemy teraz przyklad zastosowania logarytmow do znajdowania liczb spetniajgcych
okreslone wlasnosci.

Wazne!
Zauwazmy najpierw, ze:

2-log,(—z) dla x <0
2-log, x dla z >0

log, z2 = {
Przyktad 3
Znajdziemy wszystkie liczby & spelniajace warunek log, (z — 2)* = 8.
Rozwazang rOwnos$¢ zapisujemy w postaci rownowazne;j.
4-logslz —2| =38
Dzielimy obie strony rownosci przez 4.
logs|z — 2| =2
Korzystamy z definicji logarytmu.
lz—2]=9
Rozwigzujemy rownanie z warto$cig bezwzgledna.
r—2=9lubx —2=-9
z=11lubx = -7

Sprawdzamy jeszcze, czy dla ktorejs z wyznaczonych wartosci liczba logarytmowana nie
jest rowna 0.

11-2=9+40i-7—-2#0
Zatem obie liczby 11 i (—7) spelniajg warunki zadania.

Przyktad 4

Znajdziemy takie liczy dodatnie z, ktore speiniajg warunek Ve — (\/E)m =0.




1. Zakladamy, ze = # 1.

Zapisujemy rozwazang rownos¢ w takiej postaci, aby po prawej stronie znalazto si¢
wyrazenie (v/z)".

2% = (V3)"

Poniewaz z > 01ix # 1, mozemy zlogarytmowac obie strony réwnosci, korzystajgc
z logarytmu o podstawie .

log, 27 = log, (v/3)"

Z twierdzenia o logarytmie potegi wynika, ze
Vz-log,z =z -log, /T

Alelog, z = 1i+/Z = 27, zatem

Vz -log,z = Sz -log, @

N

Obie strony rownosci sg dodatnie, zatem mozemy podnies¢ je do kwadratu.

z(x —4)=0

Zatem x = 0 (co jest niemozliwe, gdyz zaktadalisSmy, ze z > 0) lub x = 4.
Liczba 4 speinia warunki zadania, bo jest dodatnia i r6zna od 1.

2. Zaktadamy, ze z = 1.

Obliczamy wartos¢ rozwazanego wyrazenia dla z = 1.
vV — (\/E)w =0

1V (ﬁ)1:1—1:o

Liczba 1 spetnia wiec warunki zadania.

OdpowiedZ:



Podany warunek spetniaja dwie liczby: 11 4.

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktore jest bardzo przydatne we wszelkiego rodzaju
przeksztalceniach logarytmicznych.

Twierdzenie: Twierdzenie o odwrotnosci logarytmu

Jezelia > 0,a# 1ib > 0,b # 1 to:

1
log, a

log, b =
Dowéd
Oznaczmy:
p =log, b

q=log,a

Z definicji logarytmu wynika, ze a”? = bi b? = a.

Stad
vy = o
b4 =p!

Z twierdzenia o rownosci poteg wynika, ze p - ¢ = 1. Zatem

1
logya *

log, b-log,a =1, czylilog, b =
Co nalezato wykazac.

Przyktad 5

1
logyg z

Znajdziemy liczbe x spelniajgcg warunek 10°8% — z - log x - — logl_l0 x = 2.

Z definicji logarytmu wynika, ze szukana liczba musi by¢ dodatnia i r6zna od 1.

Przeksztalcamy lewa strong¢ rownosci, korzystajac z poznanych wzorow.

— 10! 1
L=10°%% —z-logz - gz —log%a:

L=x—z-1+logz =logx
Stad

logx =2




xz = 102

z = 100

Poniewaz 100 > 01 100 # 1, zatem znaleziona liczba speilnia warunki zadania.

W ostatnim przyktadzie pokazemy jak wykorzysta¢ udowodnione powyzejtwierdzenie, nie
uciekajgc si¢ do wzoru na zamian¢ podstawy logarytmu.

Przyktad 6

Udowodnimy, ze @ + @ < 2.

Korzystamy ze wzoru na odwrotnosc¢ logarytmu, przeksztatcajgc lewa strone rownosci.
L= @ + @ = log; 2 4 log; 5 = log; 10

Poniewaz 72 = 49 > 10, zatem log, 10 < 2.

1
].Og5 7

Wynika stad, ze @ + < 2, co nalezato udowodnic.

Stownik
twierdzenie o odwrotnosci logarytmu

jezelia > 0,a #1ib > 0,b # 1 to:

1
log, a

log, b =



javascript:void(0);

Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Rozwiaz najpierw samodzielnie podane przyktady, a nastepnie
poréwnaj z prezentowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DbcRIzrTy

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcego dziatan na logarytmach.

Polecenie 2

Rozwiagz uktad réwnan.

logz + logy =6

{logx —logy = 2


https://zpe.gov.pl/a/DbcRIzrTy

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

. 1 1 . .
Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma Tog, 12 + Tog, 12 jest:

wymierna dodatnia

wymierna ujemna

o O O

niewymierna dodatnia

() niewymierna ujemna

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczba
K = log% + log % + log %—k. .. +log9—29 + log ﬁ jest réwna:

O -1
O 1

O o0




Cwiczenie 3
Zaznacz, ktére z podanych wzordéw s prawdziwe.
alogba = b

log1 b= —1log, b

O 0O O

log, % = —log, b

(] log,1—1log,a=0

Cwiczenie 4

Uzupetnij rownosci, wpisujgc w puste pola liczbe —1 lub liczbe 1.

log 5 8 .
log, 25 —

10g2x/§ _‘ ’
log\/l_O o

log, 2+ log, 3 = | |

log, 2 —log, 2 :‘ ’




Cwiczenie 5

Dane sa liczby dodatnie z, y takie, ze Tzy = 2 + y2. Wykaz, ze

logs \/zy = logs(z +y) — 1.
Uzupetnij rozwigzanie podanego wyzej zadania, przeciagajac odpowiednie liczby.

Toy = ° + ¢

_______________________________________ zy = (z +y)

logg  ay=log (¢ +)’

logz 9 + logs zy = ------------------- logs(z + y)

____________________

....................

EIENENEN BN

Cwiczenie 6

Potacz w pary rowne liczby.

log, 3 - log; 4 logg 4
2 -log V2 logz 9
logs 2 log 3 —log 6 + log 4
log% 2 — logs 2
Cwiczenie 7 @

Udowodnij, ze jezeli liczby a, b sa liczbami rzeczywistymi takimi, zea > 0,b > 0ia # 0 to:

log,. b= % -log, b



Cwiczenie 8

Dane sg liczbym > 0,m # 1,n > 0in # 1. Wykaz, ze:



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na logarytmach

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:

Uczen:

wykorzystuje wzor na logarytm potegi, przeksztatcajgc wyrazenia zapisane za pomoca

logarytmow

e rozwija umiejetnosci zamiany sumy (réznicy) logarytmow na logarytm jednomianu

» przeksztalca wyrazenia arytmetyczne zawierajgce logarytmy

 zapisuje w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajgc z poznanych wzorow
logarytmicznych

« udowadnia twierdzenia wymagajgce prowadzenia prostych rozumowan
matematycznych

» dobiera odpowiednig strategie, rozwigzujac nietypowe problemy matematyczne

zawierajgce logarytmy

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja
« graffiti matematyczne
» sznurkowa pajeczynka

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

 kartony, mazaki

» kilebek sznurka

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu zapoznajq si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj”
i w sekcji ,Animacja”. Ich zadaniem jest tez przeprowadzenie dowodu twierdzenia
o odwrotnosci logarytmu, innym sposobem niz podany w sekcji ,,Przeczytaj”

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie dzielg sie¢ na mate grupy i wymieniajg si¢ informacjami pozyskanymi
w domu. Metodg graffiti matematycznego sporzadzajg schematy zawierajace wzory
przydatne w obliczeniach logarytmicznych. Ustalaja tez wspolny, nietypowy sposob
udowodnienia twierdzenia o odwrotnosci logarytmu, ktory nastepnie prezentujg na
forum klasy.

2. Teraz kazda grupa ukiada 3 zadania oparte na uzyskanych w domu wiadomosciach -
pierwsze polegajace na sprowadzeniu do najprostszej postaci wyrazenia zawierajacego
logarytmy, drugie wymagajace rozwigzania prostej nierownosci logarytmicznej, trzecie
prowadzgce do na rozwigzaniu ukladu rownan zawierajgcego logarytmy.

3. Ulozone przez grupy zadania uczniowie rozwigzujg wspolnie na tablicy.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy grup dzielg si¢ informacjami na temat pracy swojej grupy, prezentuja pomysty,
przedstawiaja watpliwosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

3. Uczniowie metoda sznurkowej pajeczynki wybieraja ucznia, ktory wniost najwiekszy
wklad w prace grupy i catego zespot klasowego (uczniowie rzucajg kiebkiem sznurka
wzajemnie do siebie — wygrywa uczen, ktory zbierze najwiecej ,koncow” sznurka).

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Dziatania na logarytmach - Przyktady

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ jako wstep do zaje¢ utrwalajgcych wiadomosci na temat
logarytmow.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-logarytmach-przyklady/D1HkdfKUz

