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Rozktad wielomianu na czynniki z uzyciem wzorow

skroconego mnozenia

.

Zrédto: Markus Spiske, dostepny w internecie: unplash.com, domena publiczna.

Wiemy, ze kazdy wielomian stopnia dodatniego mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wielomianow pierwszego stopnia i nierozktadalnych wielomianoéw drugiego stopnia. Taki
zapis jest bardzo przydatny w przypadku rozwigzywania rownan wielomianowych, czyli
réwnan postaci W(z) = 0, gdzie W(z) jest wielomianem.

W niektorych przypadkach w rozktadzie wielomianu na czynniki pomoc moze
zastosowanie wzorow skroconego mnozenia. Nie zawsze mozliwo$¢ zastosowania wzorow
jest od razu widoczna, czasem trzeba wielomian nieco przeksztalci¢, pogrupowac, dodac
i odjac¢ jakis sktadnik.

Wzory skroconego mnozenia pozwalajg zwykle na szybka zamiane wyrazenia
algebraicznego zapisanego w postaci iloczynu na wyrazenie zapisane w postaci sumy albo
na odwro6t - przy rozktadaniu na czynniki wykorzystamy te drugg opcije.

Twoje cele

» Sprowadzisz wielomiany do postaci iloczynowejwykorzystujgc wzory skréoconego
mnozenia.



Przeczytaj

Przypomnijmy na poczatek wzory skroconego mnozenia, ktore moga by¢ przydatne przy
rozktadaniu wielomianow na czynniki.

Wszystkie wzory zapiszemy tak, ze po lewej stronie bedzie suma (roznica), a po prawe;j
iloczyn (potega).

e a? +2ab+ b2 = (a+b)

e a® —2ab+ b = (a —b)’

e a? - =(a+b)(a—0)

e a?+ b2+ 2+ 2ab+ 2bc + 2ca = (a+ b+ c)?

e a3+ 3a2b + 3ab? + b = (a + b)?

e a3 —3a%b+ 3ab® — b = (a — b)°

o a’4 b= a+b(a2—ab+b2)

e a®— b= (a—0b)(a®+ab+b?)

. =(a—-b)(a" ' +a" % +a" P+ ... +ab" 2+ b))

o dlan nleparzystych
a4+ b" = (a+b) ( —a"2b+a" 32— ... —abv % 4+ bn_l)

Jezeli znasz symbol Newtona lub trojkat Pascala, mozesz tez uog6lni¢ wzor na kwadrat lub
szeScian sumy do postaci zwanej dwumianem Newtona:
» (p)am+ (T)am o+ (5)an 0 .+ (1) )ab Tt £ (D)0 = (a + )"

Przyktad 1

Pokazmy po jednym przykladzie zastosowan do rozktadania wielomianu na czynniki dla
kazdego z powyzszych wzorow:

e 2420 +1=(z+1)
e 22 —62+9=(z—3)

. m2—15:(m—\/ﬁ)(x—|—\/ﬁ)




o 2t 4223+ 322+ 22 +1=
=zt + 22+ 14223+ 222 + 22 =
9 2
:(w —|—:E—|—1)

e B3 +322 43z +1=(z+1)°

o 23— 622+ 122 — 8= (z —2)°

o 2342 = (x+€/§>(:c2—€’/§m+{”/1)

o 82° — 27 = (2z — 3)(4a® + 6z + 9)

e 2 —1=(z-1)(z®+2*+2®+...+z+1)
e ¥4+ 1=(z+1) (s —2®¥+22—...—z+1)

W dwoch ostatnich przypadkach jeden z uzyskanych czynnikow jest wielomianem
stopnia wiekszego niz 2, czyli nie jest wielomianem nierozktadalnym.

e 2t +42® + 62 +4x+1=(z+ 1)

Przyktad 2

Sprowadz do postaci iloczynowej wielomian W (z) = z% — 64.
o« W(z)=2%—25

e Mozemy teraz uzy¢ wzoru skroconego mnozenia na roznice szeScianoéw lub na
roznice kwadratow. Warto zawsze wybra¢ optymalng w danej sytuacji metode.
Zaprezentujemy tu obie metody.

RoOznica szeScianow

e W(z) = (2?)° — 43 = (22 — 4) (¢ + 427 + 16)
« Wiadomo, ze 22 — 4 = (z + 2)(z — 2).
e Zauwazmy, ze
zt 4 422 4 16 = (w4+8w2+16) — 4z? =
= (2° + 4)2 — (22)% = (z° + 2z + 4) (2* — 2z + 4).
Oba uzyskane wielomiany drugiego stopnia s3 juz nierozktadalne.

e Zatem podsumowujac
W(z) = (z +2)(z — 2)(2® + 2z + 4) (2 — 2z + 4).

Roznica kwadratow



e W(z) = (%)’ — 82 = (2 +8) («* — 8) =
= (a® + 2%) (2% — 29).

» Korzystajgc ze wzorOw na sume i roznice szeScianow uzyskujemy wiec
W(z) = (z + 2) (2% — 2z + 4) (z — 2)(2? + 2z + 4),
przy czym oba wielomiany drugiego stopnia s3 nierozktadalne.

e Obie metody prowadza oczywiScie do tego samego rozwigzania
W(z) = (z+2)(z — 2)(2* — 2z +4) (¢° + 2z + 4).
Warto zawsze wybrac te, ktora jest dla nas prostsza i szybsza (wydaje sie, ze
w powyzszym przykiadzie rozumowanie bylo troche latwiejsze przy uzyciu na
poczatek wzoru na roznice kwadratow).

Przyktad 3

Sprowadz do postaci iloczynowej wielomian
W(z) = 27z° — 54z* + 362> — 8z2.

» Wylaczmy wspolny czynnik przed nawias:
W(z) = 2* (272 — 542® + 36z — 8).

e Zauwazmy, z€ W nawiasie mozemy uzy¢ wzoru skroconego mnozenia na szescian
roznicy:
W(z) = z2(3z — 2)°.

Przyktad 4

Sprowadz do postaci iloczynu wielomian
W(z) = z* — 22 + 2z + 2.

e Pogrupujmy odpowiednio wyrazy wielomianu dgzac do uzycia wzoréw skroconego
mnozenia:
W(z) = (z* — 222 +1) + (22 + 22 + 1)
W(z) = (22 — 1)2 + (z+1)°
W(z) = (2 —1)°(z +1)° + (2 +1)°

» Wylaczmy wspolny czynnik przed nawias:
W(z) = (@ +1)%((@ 1> +1)

W(z) = (z + 1)2(502 — 2z + 2)
(uzyskane czynniki sg nierozktadalne)

Przypomnijmy, ze zgodnie z zasadniczym twierdzeniem teorii wielomianow kazdy
wielomian stopnia wigkszego od 2 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu wielomianéw
pierwszego stopnia i nierozkladalnych wielomianéw drugiego stopnia. W ostatnim


javascript:void(0);

przyktadzie pokazemy rozktady kilku wielomianow stopnia 4, ktore nie majg pierwiastkow
rzeczywistych, czyli na mocy twierdzenia Bézouta w ich rozktadzie nie wystepuja
wielomiany pierwszego stopnia.

Przyktad 5

Zapisz podany wielomian w postaci iloczynu wielomianow nierozktadalnych zmienne;j
rzeczywistej:

Flz)=2'+22+1

e F(z) = (2" + 22+ 1) — 2°
F(z) = (22 + 1)2 — z?

» Skorzystajmy ze wzoru na roznice kwadratow:
F(z)=(z?+1—-2)(z?+ 1+ x)

» Uzyskane wielomiany drugiego stopnia sg nierozktadalne. Po uporzadkowaniu
mozemy zapisac
F(z)=(z*—z+1)(z* +z+1)

G(z)==z*+1
» Dazymy do zastosowania wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow
G(z) = z* +22% + 1 — 222
2
e G(z) = (22 + 1)2 — (\/538)

e Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia i uporzadkowaniu otrzymujemy
iloczyn dwoch wielomianow nierozktadalnych drugiego stopnia:

G(z) = (m—\/§x+1)(az+\/§x+1>
H(z)=z*—22+1

» Postgpimy podobnie jak poprzednio:
H(z) = z* + 22® + 1 — 32?2
—\2
« H(z)= (2> + 1)2 - (\/3:c>
e H(z) = (a:2 — \/§x+1) (:c2—|—\/§:v—|—1)

Stownik
twierdzenie Bézouta

liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (z)
dzieli si¢ przez dwumian ¢ — a bez reszty


javascript:void(0);

zasadnicze twierdzenie teorii wielomianow

» jedyne wielomiany nierozkladalne stopnia dodatniego o wspotczynnikach
rzeczywistych to wszystkie wielomiany pierwszego stopnia oraz wielomiany
drugiego stopnia z ujemnym wyréznikiem A

» kazdy wielomian stopnia wigkszego od 2 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych i niezerowej stalej

» zapis w postaci iloczynu jest jednoznaczny z doktadnoscig do przemnozenia
czynnikow przez stala niezerowg



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Rozwiaz zadania, wskazujac rozktad podanego wielomianu na czynniki.

Odczytaj hasto - imie hinduskiego matematyka i astronoma pracujacego w VIl wieku w Indiach.
Polecenie 2

Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia, roztdz na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = z° + 25z° — 8z* — 200.

Polecenie 3

Korzystajac ze wzordw skroconego mnozenia, rozt6z na czynniki nierozktadalne wielomian
Wz)=z>+z*+2® +2°+z+ 1.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest wielomian W (z) = z* — 25.
Wskaz czynniki, ktérych iloczyn bedzie wielomianem W (x).

[ (2 45z +25)
O (& +9)

0 (:c+x/5>

(] (z+5)

L) (z-9)

UJ (:c—\/5>




Cwiczenie 2

Wskaz rozktad na czynniki nierozktadalne wielomianu
W(z) = 12523 + 22522 4 135z + 27.

(5z — 3)(25z% + 15z + 9)
(5 + 3)(5x + 3)(5x + 3)
(5z + 3)(252* + 9)

(52 — 3)(bx + 3)(5z + 3)

O o O O O

(252 + 9) (522 + 3)

O (5 + 3)(252% — 15z + 9)

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian W (z) = 27z — 125.
Uzupetnij brakujgce wspotczynniki w jego postaci iloczynowe).

__________________________________________

25 ] (20 [30][15][5][10]




Cwiczenie 4

Dla kazdego z wielomiandw wskaz czynniki, ktérych iloczynem jest wielomian.

(m—ﬁ) @ (:c—|—\/§)
(92% — 62 +4) | | (32 +1)
3z* — 5a® — 2 (¢§m+1>| (3z +2)

(z—1) || (32* +1)

(x+1) || Bz —1)

(V3e 1) ]

9z% — 1022 + 1

3zt — =z

27z + 8

Cwiczenie 5

Do kazdego z podanych wielomianéw dopasuj jego rozktad na czynniki.

22t — 3¢? — 2 (a2 +2) (V2a+1) (V22 1)
22 4 5z? 4 2 (222 + 1) (22 + 2)
22* 4 322 — 2 2(z —1)*

2at — 8% + 122% — 8z + 2 (222 +1) (2 + v2) (2 - v2)



Cwiczenie 6

Ustaw we wtasciwym porzadku kolejne etapy sprowadzania wielomianu W(z) = z* + 64 do
postaci iloczynowej.

W(z) = (2* +8)° — (4z)” s
W(z) = z* + 16z% + 64 — 162> $
W(z) = (z° + 4z + 8) (z* — 4z + 8) =
W(z) = z* + 64 $

Cwiczenie 7
Dany jest wielomian W (z) = z° — 28 — 23 + 1.

Wiadomo, ze mozna go sprowadzi¢ do postaci iloczynowe;j:

W(z) = (z—1)*(z> + 2+ 1)b(az +1)¢(2? —z + 1)d.

Podaj catkowite dodatnie wartosci parametréw a, b, ¢, d:

SRS
I

Q. o
I




Cwiczenie 8
Wskaz rozktad wielomianu W (z) = z* + 22 + 4 na czynniki nierozktadalne.
O (z24+2)(z+1)(z—2)(z—1)
O (22 +4) (2 +1)
O (a:2—|—\/§a:—|—2)(:c2—\/§:c—|—2)
O (:)32 + 2)2
O <w2+\/§m+4)<x2—\/§x—|—1)

O (m2+\/§m+2)<w2—\/§m—|—2)



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozklad wielomianu na czynniki z uzyciem wzoréw skréconego mnozenia
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) rozklada wielomiany na czynniki metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias
oraz metodg grupowania wyrazow, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (z) = 2% — v/3z% + 4z — 21/3.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wzory skroconego mnozenia.
» sprowadza wielomiany do postaci iloczynowejz pomoca wzoréw skroconego
mnozenia.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli;



» metoda tekstu przewodniego;
» gra dydaktyczna.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat oraz cele lekcji, a nastepnie wspolnie z uczniami okresla
kryteria sukcesu.
2. Uczniowie tworza mape mysli zawierajacq znane im juz wzory skroconego mnozenia.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktoére omawiane sg na forum klasy.

2. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4 grupy. Uczniowie metoda pucharowg graja w gre
edukacyjng, najpierw wylaniajg zwyciezce w kazdej z grup. Dalsza rozgrywka
przeprowadzana jest wsrod zwyciezcow grup. Uczen, ktory zdobywa puchar otrzymuje
nagrode w postaci oceny.

3. Nastepnie uczniowie indywidualnie rozwigzujg ¢wiczenia 6-8 w sekcji ,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:
1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen w sekcji ,Sprawdz
sie”
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,

odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia 1-5 w sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:

e Wz6r skréconego mnozenia na n-ta potege sumy
o Wz0r skroconego mnozenia na n-tg potege roznicy

Wskazowki metodyczne:

Gra edukacyjna moze postuzyc¢ jako materiat stuzacy powtorzeniu przed testem.


https://ep2019.contentplus.io/x/DWHuBKAhT?lang=pl
https://ep2019.contentplus.io/x/DUmdDRnmC?lang=pl

