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Zrédto: Karl Groendal, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale pokazemy, jak arytmetyka przenika algebre i algebra arytmetyke. Z historii
matematyki wiemy, ze to rozwazania arytmetyczne w pewien sposob wymusily stworzenie
aparatu algebraicznego, aby zapisywac w sposob ogolny odkryte zaleznosci.

Z pozoru banalne igraszki liczbowe sklonity uczonych do stworzenia wielu twierdzen
pokazujgcych wiasnosci liczb naturalnych, ktorych dowody oparte sa na wzorze
skroconego mnozenia na roznicg kwadratow.

Wiasnie zastosowanie tego wzoru bedzie tre$cig tego materiatu. Zaprezentujemy
ciekawostki, ktorych znajomosci nie jest oczywiscie obowigzkowa, ale daje okazje do
rozwijania umiejetnosci rachunkowych i przeksztalcania wyrazen algebraicznych.

Twoje cele

o Zastosowujesz wzor skroconego mnozenia na réznica kwadratéw w obliczeniach
arytmetycznych i algebraicznych.

» Sprowadzisz do najprostszej postaci wyrazenia algebraiczne.

» Przedstawisz liczby naturalne w postaci roznicy kwadratow.




Przeczytaj

W tym materiale pokazemy kilka ciekawych zastosowan wzoru skroconego mnozenia na
roznice kwadratow. Na poczatek wiec przypomnienie tego wzoru.

Wzor na réznice kwadratow dwoch wyrazen:
a’ —b* = (a+b)(a—0).

Roznica kwadratow dwoch dowolnych wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych
wyrazen przez ich réznice.

Na przestrzeni wiekow wielu matematykow pasjonowato sie sposobami przedstawiania
liczb naturalnych w postaci roznicy kwadratow. W rozwazaniach wykorzystywali zaleznosci
arytmetyczne - my wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow
dwoch wyrazen.

Przyktad 1

Wykazemy, ze kazdg liczbe nieparzysta wieksza od 1, mozna przedstawi¢ w postaci
roznicy kwadratow dwoch liczb naturalnych.

Niech k bedzie liczba nieparzysta wieksza od 1.

Wtedy liczbe te mozna zapisa¢ w postaci

k = 2n 4 1, gdzie n jest pewna liczbg naturalng dodatnia.
Przeksztalcamy zapisane wyrazenie, dodajgc i odejmujgc n?.
kE=2n+1+n?—n?

Wyrazenie 2n + 1 + n? to kwadrat sumy liczb i 1. Zatem
k= (n+1)" —n?

Wynika stad, ze liczbe k mozna przedstawi¢ w postaci réznicy kwadratow liczbn + 1in,

co nalezato wykazac.
Korzystajgc ze wzoru podanego w Przykladzie 1 mozna zapisa¢ ciekawy wniosek.
Whiosek:

Suma dwoch kolejnych liczb naturalnych dodatnich jest rowna réznicy kwadratéw tych
liczb.
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Istotnie,
n+n+l=2n+1=(n+1)>-n

gdzie:
n,n + 1 - to kolejne liczby naturalne dodatnie.

Korzystajgc z wniosku, zapiszemy ciekawe rownosci.
3=1+2=22-12
5=2+3=3%—22
7T=3+4=4%-32
9=4+5=52—42

Wiemy juz, ze kazdg liczbe nieparzystg wieksza od 1 mozna zapisa¢ w postaci roznicy
kwadratow dwoch liczb. Ale jak znalez¢ te liczby?

Wazne!

Niech k bedzie liczbg naturalng nieparzysta wieksza od 1. Korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia na roznice kwadratow, mozna te liczbe zapisa¢ w postaci

k= () - (45"

Wzor ten pozwala szybko znaleZ¢ liczby, ktore pomoga nam w rozkladzie danych liczb na
roznice kwadratow.

Przyktad 2

Zapiszemy w postaci roznicy kwadratow dwoch liczb liczby: 19, 31, 115.
Korzystamy z podanego wzoru.

1o= (152)" - (42)° = 107 -

31— (352)°  (52) — 16t - 157

115 = (U5:1)7  (U51)? 52 57

Pokazemy teraz, ze istnieja liczby parzyste ztozone, ktére rowniez mozna zapisac za
pomoca roznicy kwadratow.

Przyktad 3

Wykazemy, ze jesli n jest liczba naturalng dodatnig, to



(n+1)7—(n—1)°=4n
(n+2)°—(n—2)7%=8n
(n+3)> - (n—3)%=12n
« Wykazemy najpierw prawdziwosé¢ rownosci (n 4+ 1)% — (n — 1)* = 4n.

Przeksztalcamy lewa strone rownosci, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na
roznice kwadratow dwoch wyrazen.

L=(n+1)7?—(n-1)>
L=n+1-n+1)(n+1+n—-1)
L=2-2n=4n=P

« W podobny sposob wykazemy, ze (n + 2)* — (n — 2)* = 8n.
L=(n+2)*—(n-2)?
L=n+2-n+2)(n+2+n-—2)
L=4-2n=8n=P

« Udowodnimy ostatnia rownosé: (n + 3)* — (n — 3)* = 12n.
L=(n+3)?%—(n—3)?

L=n+3-n+3)(n+3+n-—3)

L=6-2n=12n=P
Podobne rownosci jak w Przyktadzie 3, mozna zapisywac dla kolejnych liczb naturalnych.
Whiosek:

Kazda liczbe naturalng podzielng przez 4 mozna zapisa¢ w postaci roznicy kwadratow
dwoch liczb naturalnych.

Korzystajgc z wniosku, mozemy zapisa¢ na przykiad:
40=4-10=11>-9?
400 = 4 - 100 = 101* — 99°
80 =810 = 12% — 8

1200 = 12 - 100 = 1032 — 972
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Wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow jest czesto przydatny przy badaniu
podzielnosci liczb naturalnych.

Przyktad 4
Niech A bedzie liczba naturalng wieksza od 8 taka, ze
A=(n+k)" = (n—k),

gdzie n, k to pewne liczby naturalne dodatnie. Wykazemy, ze liczba A jest podzielna
przez 8.

Przeksztalcimy wyrazenie, za pomoca ktoérego zapisana jest liczba A, korzystajac
dwukrotnie ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow.

A=n+k)*— (n— k)

A= [(n+k)2—(n—k)2] : [(n+k)2+(n—k)2]
A=[n+k—n+k)(n+k+n—k)-(n®+2nk+k*+n®—2nk+k?)
A =2k 2n- (2n® + 2k?)

A = 8kn(n® + k?)

Liczbe A przedstawiliSmy w postaci iloczynu liczby 8 i liczby naturalnejt = kn (n2 + k:2),
co oznacza, ze liczba A jest podzielna przez 8.

Przyktad 5

Wykazemy, ze liczba K = 178 — 1 jest liczbg ztozong i ma co najmnie;j 4 dzielniki
wlasciwe.

Zapisujemy liczbe K w postaci iloczynu, korzystajac ze wzoru na roznice kwadratow.
K=17"-1

K=(17)°-1= (17" —1)(17* +1)

K=(17-1)(17+1) (17" + 1)

K=(Q17-1)17+1)(17 + 1) (17" +1)

K=16-18- (17 +1)(17* + 1)

Liczbe K zapisaliSmy za pomoc3 iloczynu czterech liczb naturalnych dodatnich,
wiekszych od 1, zatem jest to liczba ztozona.




Dzielniki wlasciwe tejliczby to na przyklad 16, 18,172 + 1, 17% + 1.
Zatem liczba K to liczba ztozona, ktora ma co najmniej cztery dzielniki wiasciwe, co
nalezato wykazac.
Stownik
wzOr na réznice kwadratéow dwéch wyrazen
a’ —b? = (a +b)(a —b)

roznica kwadratow dwoch dowolnych wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych wyrazen

przezich réznice



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przeksztatcania wyrazen algebraicznych przedstawionymi
w animacji. Sprobuj najpierw rozwigza¢ samodzielnie pokazane tam przyktady, a nastepnie

poréwnaj z rozwigzaniami.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DfkKrLxcq

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wzoru skroconego mnozenia na roznice

kwadratow.

Polecenie 2

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwa jest réwnos¢

(a+b+c)” —4ab= (a—b+c)” + 4bc.



https://zpe.gov.pl/a/DfkKrLxcq

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Niech k bedzie liczba naturalng dodatnia, wieksza od 1. Jako
réznicy kwadratow dwéch liczb naturalnych nie mozna zapisac liczby:

() B=4k+2
O C=2k—1
() D=4k
(O A=2k+1
Cwiczenie 2 ®

Zaznacz poprawng odpowiedz. Kazda liczbe pierwsza nieparzystag mozna zapisa¢ w postaci
réznicy kwadratéow dwoch liczb naturalnych

() tylko na jeden sposéb.

() tylko na dwa sposoby.

() na nieskonczenie wiele sposobow.

() naco najmniej trzy sposoby.



Cwiczenie 3
Zaznacz, ktéry wzor jest prawdziwy, a ktory fatszywy.

Wzo6r Prawda Fatsz
(z +4)° — 16z = (z — 4)°
(z+5)° — (z —5)> = —20z
—(z+6)°+ (z—6)° = 24z
28z + (x —7)° = (z+7)°

O100|0
O 00|0

Cwiczenie 4

Uzupetnij rownos$¢, wpisujac odpowiednie znaki: "+" lub "—".

232 _ y32 _ (a:‘ ’y) (z + ) (932 ‘ ’y2) (934 + y4) (338
’ys) (3316‘ ’ylﬁ)

Cwiczenie 5

Uzupetnij rozwigzanie réwnania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

2. )(3+w)—6‘(w—3)( 7777777777777777777 )=0
2-(3—x)-(3+x)+6.({ 777777777777777777 N (z+3) =
8-(3-2)-(] )=0

‘—3”:{:—3”3—3:H:c—3H3+a:H3—a:H3+:cHa:+3Hx+3H9’




Cwiczenie 6

Potacz w pary liczbe i jej rozktad na réznice kwadratow.

96 30% — 29°
153 102 — 22
15 172 — 132
88 82 — 72

120 77 — 767
121 132 — 92
59 612 — 602

Cwiczenie 7 @

Liczby parzyste podzielne przez 4, mozna na ogdt przedstawiac¢ w postaci réznicy kwadratéw
na kilka sposoboéw, korzystajac z ich rozktadu na czynniki.

Na przyktad:

2 =40 (%) - (54 =5 -

Korzystajac z podanego przyktadu, zapisz liczbe 48 trzema sposobami w postaci réznicy
kwadratow dwoch liczb naturalnych dodatnich.

Cwiczenie 8 @

16

Wykaz, ze réwnanie z'¢ — 16* = 0 ma tylko dwa rozwiazania rzeczywiste.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Intrygujacy wzor na réznice kwadratow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a3 - b3, a” — bn;

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;
3) wylacza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow w obliczeniach
arytmetycznych i algebraicznych

» sprowadza do najprostszej postaci wyrazenia algebraiczne

o przedstawia liczby naturalne w postaci roznicy kwadratow

» wykorzystuje zintegrowang wiedze do rozwigzywania problemow arytmetycznych

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

o karta kotowa
o drzewo ewaluacji

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie powtarzajg sposOb rownowaznego przeksztatlcania wyrazen algebraicznych
i dotychczasowe wiadomosci na temat wzorow skroconego mnozenia - zapoznaja si¢
z filmem samouczkiem.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach pracujg metodg karty kotowe;j.

2. Nauczyciel przedstawia problem - w rozwigzywaniu jakich zagadnien arytmetycznych
i algebraicznych mozna wykorzysta¢ wzor skroconego mnozenia na roznice
kwadratow.

3. Grupy zapoznaja si¢ z materiatem z sekcji Przeczytaji na jego podstawie wypetniaja
»karte kotowga”, na ktorej notujg w poszczegolnych okienkach pomysty na zastosowanie
wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow. Przy czym jedno okienko powinno
by¢ wypelnione oryginalnym pomystem danej grupy.

4. Nauczyciel prosi, aby grupy zaprezentowaty swoje karty. Dyskusja - ktora karta jest
najciekawsza i ktory pomyst najpardziej bedzie przydatny w dalszejnauce.

5. Podsumowaniem tej czesSci zaje¢ bedzie wykonanie polecenia zamieszczonego pod
filmem i wspolne wykonanie ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztalttowane umiejetnosci.
Liderzy grup dziela si¢ spostrzezeniami na temat ciekawych pomystow, jakie pojawity
sie w czasie prac grup.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen 1 - 6 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana w czasie zaje¢ wprowadzajgcych wzor skroconego
mnozenia na réoznice kwadratow.
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