Katy miedzy odcinkami a ptaszczyznami w walcu
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Zrédto: jamespoppy z Pixabay, domena publiczna.

Umiesz juz wykresla¢ przekroje walca. W tym materiale dokonasz analizy zadan
dotyczacych katéw miedzy odcinkami a ptaszczyznami walca. Nauczysz si¢ kresli¢ rysunki
pomagajace zaplanowac strategie rozwigzania takich zadan. Przekonasz si¢, ze zadania
geometrii przestrzennej mozesz rozwigzywac¢ wykorzystujgc podstawowe twierdzenia
geometrii ptaskie;.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ zaznaczac¢ katy miedzy ptaszczyznami a odcinkami w walcu.
o Wykorzystasz zwigzki miarowe geometrii ptaskiej do rozwigzywania zagadnien
zwigzanych z geometria przestrzenna.
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Przeczytaj

W tym materiale wykorzystamy definicje kata miedzy prosta a ptaszczyzng. Przeanalizujemy
zadania dotyczace katow jakie mozemy wykresli¢ w walcu pomiedzy jego ptaszczyzng
podstawy a odpowiednim odcinkiem.

Zapoznaj si¢ z apletem Geogebry i zaznacz odpowiednio katy:

kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego do plaszczyzny podstawy;

kat pomiedzy przekatng przekroju osiowego a wysokoscig walca;

kat pomiedzy odcinkiem tgczgcym brzeg podstawy ze Srodkiem drugiej podstawy
a ptaszczyzna podstawy;

kat pomiedzy odcinkiem tgczgcym brzeg podstawy ze Srodkiem drugiej podstawy
a wysokoscig walca.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7x5gnQlk

Zwro¢ uwage, ze do zaznaczenia poszczegolnych katow wystarczy wykresli¢ sam przekroj

osiowy walca. Spostrzezenie to pomoze nam zaplanowac strategie rozwigzania zadan.

Przyktad 1

Pole powierzchni przekroju osiowego walca wynosi 24+/3 cm?. Kat pomiedzy przekatna
przekroju osiowego a ptaszczyzna podstawy walca ma miare 30°. Oblicz objeto$¢ walca.

Rozwigzanie
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Wykreslmy przekroj osiowy walca i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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H = |DA)| - dtugo$¢ wysokosci walca;
2r = |AB| - dtugos¢ érednicy podstawy walca.

Objeto$¢ walca obliczymy ze wzoru V,, = nr?H.
7 warunkow zadania otrzymujemy zaleznoséci 2r - H = 24+/3 2—HT =tg 30°.
Wyznaczajac z drugiej zaleznosci H = 2r - @ i podstawiajgc odpowiednio do pierwszej
zaleznoSci, otrzymujemy 27 - 27 - @ = 244/3.
Wynika stad, ze = 3v/2 i H = 2v/6. Ostatecznie objetos¢ walca wynosi
\2
v, = 71'(3\/2) - 2v/6 stad V,, = 36v/6m cm®,
Przyktad 2

Powierzchnia boczna walca po rozwinigciu jest prostokgtem o przekatnej dtugosci k
i tworzy ona z wysokoscig walca kat miary a. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca.

Rozwigzanie

Wykreslmy rysunek pomocniczy. Prostokagt ABC' D przedstawia powierzchni¢ boczna
walca.
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Przyjmijmy oznaczenia:

H = |AD| - dtugo$¢ wysokosci walca;

27r = | AB| - obw6d okregu tworzacego podstawe walca, gdzie r oznacza dtugosé
promienia podstawy walca;

k = |DB| - dtugo$¢ przekatnej powierzchni bocznejwalca po rozwinieciu;

a = |<ADB]| - miara kata pomiedzy wysoko$cig walca a przekatng powierzchni bocznej
walca.

Pole catkowite walca obliczymy ze wzoru P = 27r(r + H). Zauwazmy, Ze z trojkata

ABD otrzymuiemy zaleznoéci: &£ = cosai 2~ = sina, stad H = kcosa i r — ksine
Yy y k k ’ 27

Wynika stad, ze P = ksinoz(ks;—:;o‘ + kcosa) = k? (% + sin a cos a).
Przyktad 3

Wysoko$¢ walca ma dtugos¢ 8 cm. Przekatne przekroju osiowego walca przecinajg si¢
pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni bocznejwalca. Rozwaz dwa przypadki.

Rozwigzanie

Wykreslmy przekroj osiowy walca i przyjmijmy oznaczenia:



Przypadek 1 Przypadek 2

H = |BC| = 8 - dlugos¢ wysokosci;
|AB| = 2r - dtugos¢ $rednicy podstawy walca.

Pole powierzchni bocznejwalca obliczymy ze wzoru P, = 27rH.
Przypadek 1

Zauwazmy, ze trojkat BEC jest trojkatem rownobocznym, zatem |[EB| = |AE| = 8 i
|<TAEB| = 120°. Z trojkata AEB i twierdzenia cosinuséw otrzymujemy zalezno$¢
(2r)? =82 482 —2-8-8-cos120°, dalejmamy 47> = 128 — 128 - (— %), stad 7 = 4v/3.

Pole boczne walca w tym przypadku wynosi zatem P, = 27 - 44/3 - 8 = 644/371 cm?.
Przypadek 2

Zauwazmy, ze trojkat AE B jest trojkatem rownobocznym, zatem |BE| = |CE| = 2ri
|<<BEC| = 120°. Z trojkgta BEC'i twierdzenia cosinuséw otrzymujemy zaleznosc¢
82 = (2r)” + (2r)*> =2 2r- 2r - cos 120", dalejmamy 64 = 872 — 872 - (—1), stad

r =

Pole boczne walca w tym przypadku wynosi zatem P, = 27 - 4T\/§ -8 = % ¢

m?.
Przyktad 4

Pole powierzchni catkowitejwalca jest rowne 127 cm?, a pole jego powierzchni boczne;j
wynosi 8 ¢cm?. Wyznacz miare kgta pomiedzy przekgtng przekroju osiowego walca
a podstawg walca.

Rozwigzanie

Wykreslamy przekroj osiowy walca i przyjmujemy oznaczenia:



H = |BC| - dlugos¢ wysokosci walca;

2r = | AB| - dlugo$¢ srednicy podstawy walca;

a = |<CAB| - miara kata pomiedzy przekatng przekroju osiowego walca a podstawa
walca.

Z warunkow zadania mamy 277 (r + H) = 1271 2nrH = 8w, Wyznaczmy z drugiej
zaleznosci H = + i podstawmy odpowiednio do rownania 27r(r + H) = 12m. Stad
mamy 2r(r + %) = 12.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy réownanie kwadratowe z niewiadoma r : r*> = 2, zatem
r = v/2. Wynika stad, ze H = 2+/2. Zauwazmy, ze trojkat ABC jest trojkatem
prostokatnym réwnoramiennym, zatem o = 45°.

Przyktad 5

Stosunek pola powierzchni bocznejwalca do pola jego powierzchni catkowitej jest rowny
2 : 3. Wyznacz tangens kata, jaki tworzy przekatna przekroju osiowego walca z jego
podstawg.

Rozwigzanie

Wykreslmy przekroj osiowy walca i przyjmijmy oznaczenia:



H = |BC| - dlugos¢ wysokosci walca;

2r = | AB| - dlugo$¢ srednicy podstawy walca;

a = |<CAB| - miara kagta pomiedzy przekatng przekroju osiowego walca a podstawa
walca.

. . .., P . . .
Z warunkow zadania mamy zalezno$¢ 5 = %, gdzie P, oznacza pole powierzchni

bocznejwalcai P pole powierzchni catkowitej walca. Mamy zatem %i?ffH) = % Stad
H

po uproszczeniu g = % Nalezy wyznaczy¢ tangens kata «, zatem z trojkata ABC
r+H

mamy tg o = % Zauwazmy, ze = = 3 stad - + 1 = 3, stad % = +, dalejmamy

2L — 1,astad & = 1. Ostatecznie tg a = 1.

Stownik
przekréj osiowy walca

przekroj walca plaszczyzng zawierajaca o$ obrotu walca; przekrodj osiowy walca jest
prostokatem

kat pomiedzy prosta a ptaszczyzna

kat miedzy prostg a jej rzutem prostopadilym na ptaszczyzne



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Rozwazmy odcinek taczacy brzeg podstawy walca, czyli dowolny punkt okregu podstawy, ze
srodkiem drugiej podstawy. W galerii zdje¢ interaktywnych przedstawiono metode kreslenia
kata pomiedzy tym odcinkiem a ptaszczyzng podstawy walca oraz metode kreslenia kata
pomiedzy tym odcinkiem a wysokoscig walca. Zapoznaj sie z tymi technikami i wykonaj

polecenia umieszczone pod galeria.

Polecenie 2

W walcu poprowadzono odcinek taczacy brzeg jednej z podstaw walca ze sSrodkiem drugiej
podstawy. Wyznacz cosinus kata zawartego pomiedzy tym odcinkiem a ptaszczyzng podstawy
walca, jesli dtugo$¢ wysokosci walca wynosi 15 cm, za$ dtugos¢ promienia podstawy walca
wynosi 8 cm.

Polecenie 3

Wysokos$¢ walca ma dtugos¢ 12 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej walca wiedzac, ze
sina = % gdzie kat o jest katem zawartym pomiedzy odcinkiem tgczacym brzeg jednej
z podstaw walca ze srodkiem drugiej podstawy i wysokoscig walca.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2

Przekatna przekroju osiowego walca tworzy z podstawa kat «, taki ze tg @ = % Pole
przekroju osiowego walca wynosi 84 cm?. Oblicz objetoé¢ walca. W rachunkach przyjmij
TR % Zakoduj odpowiednio cyfre setek, cyfre dziesiatek i cyfre jednosci otrzymanego

wyniku.

cyfra setek‘ ’

cyfra dziesiatek‘ ’

cyfra jednosci ‘ ’




Cwiczenie 3

Wysokos¢ walca ma dtugosc¢ 24 cm. Przekatne przekroju osiowego walca przecinajg sie pod
katem 120°. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Prawda Fatsz

Objetos¢ walca moze
wynosi¢ V = 103687 cm?. O O

Objetos¢ walca moze
wynosi¢ V = 11527 cm?. O O

Cwiczenie 4

Objetos¢ walca jest rowna 128\/§7r cm?, a pole jego powierzchni bocznej wynosi
6437 cm?. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

[ ] Wysokos¢ walca ma dtugosé 8 cm.
(] Jeden z katéw pomiedzy przekatnymi przekroju osiowego walca ma miare 60°.
(] Promien podstawy walca ma dtugos¢ 4 cm.

0 Kat pomiedzy przekatna przekroju osiowego walca a wysokoscig walca ma miare
30°.

Cwiczenie 5

Pole przekroju osiowego walca jest réwne 300 cm?, a przekatna tego przekroju jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem o« takim, ze cos o = %. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego walca.

Cwiczenie 6 @

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokagtem. Przekatna otrzymanego
prostokata ma dtugos¢ p i tworzy z wysokoscia walca kat a. Wyznacz objetos¢ tego walca.



Cwiczenie 7 @

Stosunek pola powierzchni bocznej walca do pola jego powierzchni catkowitej wynosi 3 : 4.
Uzasadnij, ze stosunek dtugosci promienia podstawy walca do dtugosci wysokosci walca
wynosi 1 : 3.

Cwiczenie 8 @

Wysokos¢ walca jest o 7 cm krotsza od Srednicy podstawy walca, natomiast przekatna
przekroju osiowego walca jest o 7 cm dtuzsza od promienia podstawy walca. Wyznacz sinus
kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny podstawy walca.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Bochenek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy odcinkami a plaszczyznami w walcu

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje katy pomiedzy odcinkami i ptaszczyznami w walcu;

e bada zwigzki miarowe miedzy odcinkami i ptaszczyznami na wykreslonym przekroju
osiowym walca;

» zaznacza katy pomiedzy odcinkami i ptaszczyznami w walcuy;

e przeprowadza proste rozumowanie pomagajace ustali¢ strategie rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:



e pokaz;
 klasyczna metoda problemowa;
 dyskusja w grupach i na forum klasy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu

projektor multimedialny

e-podrecznik

arkusze papieru, pisaki
model walca

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wskazuje temat: ,Katy miedzy odcinkami i plaszczyznami w walcu” i cele
zajec.
2. Nauczyciel okresla kryteria sukcesu po przeprowadzonej lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie analizuja wySwietlone przez nauczyciela przyktady z sekcji ,Animacja”.

2. Nauczyciel dzieli klase na 5 grup i przydziela kazdej grupie jedno polecenie z sekcji
»Przeczytaj”. Uczniowie przygotowuja rozwigzania i wspolnie omawiaja sposob
rozwigzania zadania umieszczonego w danym poleceniu na forum klasy.

3. Uczniowie w grupach dzielg si¢ na mniejsze podgrupy i przygotowuja rozwigzania
¢wiczen od 1do 7z sekcji ,Sprawdz sie”

4. Wyznaczony przez nauczyciela uczen przedstawia rozwigzanie zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
2. Podsumowanie lekciji.



Praca domowa:
1. Uczniowie rozwigzujg w parach ¢wiczenie 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

» Bryly obrotowe - walec
» Pole powierzchni walca

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ galeri¢ zdje¢ interaktywnych do rozwigzywania zagadnien
dotyczacych odcinka taczacego brzeg podstawy walca, czyli dowolny punkt okregu
podstawy, ze srodkiem drugiej podstawy.
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